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Kierunek i poziom studiów: Matematyka, studia I 
stopnia, 

2 rok

Sylabus modułu: Algebry liniowa z geometrią A (03-
MO1S-12-ALGeA)

Nazwa wariantu modułu (opcjonalnie): 

1. Informacje ogólne

Koordynator modułu Alfred Czogała,  alfred.czogala@math.us.edu.pl
rok akademicki 2013/2014
semestr zimowy
forma studiów stacjonarne
sposób ustalania 
oceny końcowej 
modułu

Na ocenę końcową składają się: oceny z dwóch kolokwiów (40%), krótkich 
testów pisemnych ze znajomości treści wykładów i ich elementarnych 
zastosowań (10%), ocena z aktywności na zajęciach ( w formie punktów 
bonusowych) oraz ocena z pisemnego egzaminu końcowego (50%).  

informacje 
dodatkowe

2. Opis zajęć dydaktycznych i pracy studenta

nazwa kod

Wykład ALGeA_fs_1

prowadzący Alfred Czogała,  alfred.czogala@math.us.edu.pl
grupa(-y) Wszyscy studenci specjalności: matematyka w finansach i ekonomii, matematyczne 

metody informatyki
treści zajęć 1. Przestrzenie liniowe:  definicja i przykłady przestrzeni liniowej, podprzestrzeń, 

suma podprzestrzeni, przestrzeń ilorazowa, kombinacje liniowe, podprzestrzeń 
rozpięta na układzie, liniowa zależność, baza przestrzeni liniowej, wymiar 
przestrzeni liniowej. 
(6 godz.)

2. Homomorfizmy  przestrzeni liniowych: przekształcenie liniowe, jądro i obraz,  
macierz przekształcenia liniowego,  zmiana baz, przestrzeń przekształceń 
liniowych, funkcjonały liniowe, przestrzeń sprzężona. (4 godz.)

3. Endomorfizmy  przestrzeni liniowych: podprzestrzeń niezmiennicza 
endomorfizmu, wartość i wektor własny, diagonalizowalność endomorfizmu, 
zastosowania wartości i wektorów własnych, postać kanoniczna Jordana. (2 godz.)

4. Funkcjonały dwuliniowe i formy kwadratowe: funkcjonał dwuliniowy i jego 
macierz, funkcjonał kwadratowy, przestrzeń ortogonalna i jej nieosobliwość, bazy 
prostopadłe i metody ortogonalizacji, sygnatura rzeczywistej przestrzeni 
ortogonalnej, klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych przestrzeni ortogonalnych, 
izomorfizmy przestrzeni ortogonalnych, endomorfizmy samosprzężone. (6 godz.)
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5. Geometria afiniczna: przestrzeni afiniczna, podprzestrzenie przestrzeni 
afinicznych, punkty w położeniu ogólnym, baza punktowa, środek ciężkości układu 
punktów, afiniczne układy współrzędnych, przekształcenia afiniczne, 
przekształcenia styczne. (2 godz.)

6. Liniowe i afiniczne przestrzenie euklidesowe: norma i metryka euklidesowa, 
kąty i ich miary, macierz i wyznacznik Grama, miary wielościanów i sympleksów, 
izometrie w przestrzeniach euklidesowych, formalizacja matematyczna 
klasycznych transformacji geometrycznych (rzut, symetria, obrót, powinowactwo 
prostokątne).  (6 godz.)

7. Hiperpowierzchnie stopnia 2:  informacje o postaciach kanonicznych i 
klasyfikacji hiperpowierzchni stopnia 2. (4 godz.)

metody 
prowadzenia 
zajęć

Jak w opisie modułu.

liczba godzin 
dydaktycznych 
(kontaktowych
)

30

liczba godzin 
pracy własnej 
studenta

30

opis pracy 
własnej 
studenta

Wysłuchiwanie i studiowanie wykładów, samodzielne studiowanie  literatury 
wskazanej w sylabusie i pomocniczych materiałów dydaktycznych udostępnionych 
przez wykładowcę.

organizacja 
zajęć 

2 godziny tygodniowo, ul. Bankowa 14, sala wg planu zajęć
http://www.math.us.edu.pl/plan1314z/index.html

literatura 
obowiązkowa

1. G. Banaszak, W. Gajda, Elementy algebry liniowej, t. 1 i 2, WNT, Warszawa 2002.
2. A. Białynicki-Birula, Algebra liniowa z geometrią, PWN, Warszawa 1976.
3. A. Kostrikin, Wstęp do algebry, t. 2, PWN, Warszawa 2004.

literatura 
uzupełniająca

1. Borsuk, W. Szmielew, Podstawy geometrii, PWN, Warszawa 1955.
2. N.W.Jefimow, E.R.Rozendorn,   Algebra liniowa wraz z geometrią 

wielowymiarową, PWN  1976
3. J. Komorowski,  Od liczb zespolonych do tensorów,

spinorów, algebr Liego i kwadryk, PWN 1978.
4. A.I. Kostrykin,  J.I.Manin,  Algebra liniowa i geometria, PWN 1993.
5. F. Leja, Geometria analityczna, PWN 1975.
6. A. Mostowski, M. Stark,   Algebra liniowa,  PWN 1975.
7. M. Moszyńska, J. Święcicka, Geometria z algebrą liniową. PWN 1975. 
8. M. Stark, Geometria analityczna, PWN, Warszawa 1958.

adres strony 
www zajęć

Strona domowa wykładowcy:   http://www.math.us.edu.pl/czogala/ 
Platforma Moodle:  http://el2.us.edu.pl/wmfich/enrol/index.php?id=153

informacje 
dodatkowe

nazwa kod

Konwersatorium ALGeA_fs_2

prowadzący Alfred Czogała
grupa(-y) gr. 1. Beata Rothkegel, brothkegel@math.us.edu.pl

gr.2  Alfred Czogała, alfred.czogala@us.edu.pl
gr. 3 Paweł Gładki,  pawel.gladki@us.edu.pl

mailto:alfred.czogala@us.edu.pl
http://www.math.us.edu.pl/czogala/
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treści zajęć Rozwiązywanie zadań z 7 zestawów.  Zadania w poszczególnych zestawach dotyczą 
zagadnień omawianych w odpowiednich częściach wykładu  (patrz treść wykładów).

metody 
prowadzenia 
zajęć

Jak w opisie modułu.

liczba godzin 
dydaktycznych 
(kontaktowych
)

30

liczba godzin 
pracy własnej 
studenta

60

opis pracy 
własnej 
studenta

Samodzielne rozwiązywanie zadań z zestawów zadań wskazanych przez 
prowadzącego zajęcia.

organizacja 
zajęć 

2 godziny tygodniowo, ul. Bankowa 14, sale wg planu zajęć
http://www.math.us.edu.pl/plan1314z/index.html

literatura 
obowiązkowa

Jak w przypadku wykładów.

literatura 
uzupełniająca

Jak w przypadku wykładów oraz zbiory zadań:
1. A. Kostrikin (red.), Zbiór zadań z algebry, PWN, Warszawa 2005.
2. J. Rutkowski, Algebra liniowa w zadaniach, PWN, Warszawa 2008.

adres strony 
www zajęć

Jak w punkcie 2.

informacje 
dodatkowe

3. Opis sposobów weryfikacji efektów kształcenia modułu

Nazwa kod

aktywność na zajęciach ALGeA_w_1

kod(-y) zajęć 
osoba(-y) 
przeprowadzając
a(-e) weryfikację

gr. 1. Beata Rothkegel,  brothkegel@math.us.edu.pl
gr.2  Alfred Czogała,  alfred.czogala@us.edu.pl
gr. 3 Paweł Gładki,  pawel.gladki@us.edu.pl 

grupa(-y) gr. 1. Beata Rothkegel,  gr.2 Alfred Czogała,  gr. 3 Paweł Gładki
wymagania 
merytoryczne

1. Znajomość definicji  i podstawowych  faktów  dotyczących przestrzeni  
liniowych: przestrzeń liniowa, podprzestrzeń, suma podprzestrzeni, przestrzeń 
ilorazowa, kombinacje liniowe, podprzestrzeń rozpięta na układzie, liniowa 
zależność, baza przestrzeni liniowej, wymiar przestrzeni liniowej.

2.  Znajomość definicji  i podstawowych  faktów  dotyczących homomorfizmówi i 
endomorfizmów  przestrzeni liniowych: przekształcenie liniowe, jądro i obraz,  
macierz przekształcenia liniowego,  zmiana baz, przestrzeń przekształceń 
liniowych, funkcjonały liniowe, przestrzeń sprzężona, podprzestrzeń 
niezmiennicza endomorfizmu, wartość i wektor własny, diagonalizowalność 
endomorfizmu,  zastosowania wartości i wektorów własnych, postać kanoniczna 
Jordana.

3. Znajomość definicji  i podstawowych  faktów  dotyczących funkcjonałów  
dwuliniowych i form kwadratowych:  funkcjonał dwuliniowy i jego macierz, 
funkcjonał kwadratowy, przestrzeń ortogonalna i jej nieosobliwość, bazy 
prostopadłe i metody ortogonalizacji, sygnatura rzeczywistej przestrzeni 

mailto:alfred.czogala@us.edu.pl
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ortogonalnej, klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych przestrzeni 
ortogonalnych, izomorfizmy przestrzeni ortogonalnych, endomorfizmy 
samosprzężone.

4. Znajomość definicji  i podstawowych  faktów   z zakresu geometrii euklidesowej:  
przestrzeni afiniczna, podprzestrzenie przestrzeni afinicznych, punkty w 
położeniu ogólnym, baza punktowa, środek ciężkości układu punktów, afiniczne 
układy współrzędnych, przekształcenia afiniczne, przekształcenia styczne, 
norma i metryka euklidesowa, kąty i ich miary, macierz i wyznacznik Grama, 
miary wielościanów i sympleksów, izometrie w przestrzeniach euklidesowych, 
formalizacja matematyczna klasycznych transformacji geometrycznych (rzut, 
symetria, obrót, powinowactwo prostokątne).   

5. Znajomość  podstawowych faktów dotyczących hiperpowierzchni stopnia 2 i ich 
klasyfikacji.

kryteria oceny Znajomość wyżej wymienionej wiedzy teoretycznej i umiejętność zastosowania jej 
do problemów praktycznych (zadań).

przebieg procesu 
weryfikacji

Stopień przygotowania do zajęć oceniany będzie  na podstawie 5 krótkich 
pisemnych sprawdzianów ze znajomości teorii z wykładów i jej elementarnych 
zastosowań.
W każdym z pisemnych testów można będzie uzyskać 2 punkty
 Każdy student będzie miał ponadto możliwość wykazania się aktywnością na 
zajęciach, która będzie punktowana w postaci punktów bonusowych (do 10 
punktów).

informacje 
dodatkowe

nazwa kod

sprawdziany pisemne ALGeA_w_2

kod(-y) zajęć 
osoba(-y) 
przeprowadzając
a(-e) weryfikację

gr. 1. Beata Rothkegel, brothkegel@math.us.edu.pl
gr.2  Alfred Czogała, alfred.czogala@us.edu.pl
gr. 3 Paweł Gładki,  pawel.gladki@us.edu.pl

grupa(-y) gr. 1. Beata Rothkegel,  gr.2 Alfred Czogała,  gr. 3 Paweł Gładki
wymagania 
merytoryczne

1. Umiejętność:  sprawdzania czy dana struktura algebraiczna jest przestrzenią 
wektorową, rozpoznawania przestrzeni wektorowych wśród znanych obiektów 
matematycznych,  wykonywania działań na wektorach w różnych 
przestrzeniach wektorowych, sprawdzania, czy dany podzbiór jest 
podprzestrzenią wektorową,, wyznaczania kombinacji liniowej układu 
wektorów, sprawdzania czy dany wektor jest kombinacją liniową układu 
wektorów, sprawdzania liniowej niezależności i liniowej zależności układu 
wektorów,  sprawdzania czy suma podprzestrzeni jest sumą prostą 
podprzestrzeni, wyznaczania bazy i  wymiaru przestrzeni, wyznaczania 
współrzędnych wektora w bazie, wyznaczania macierzy przejścia pomiędzy 
bazami, wyznaczania zależność pomiędzy współrzędnymi  przy przejściu od 
bazy do bazy,  dowodzenia podstawowych (elementarnych) faktów 
dotyczących przestrzeni liniowych Przykładowe zadania sprawdzające 
powyższe umiejętności zawarte są w Zestawie 1.

2. Umiejętność: sprawdzania czy dana funkcja jest przekształceniem liniowym, 
wyznaczania jądra i obrazu przekształcenia liniowego,  znajdowania wzoru na 
przekształcenie liniowe zadane na bazie, wyznaczania macierzy 
przekształcenia liniowego, wyznaczania wzoru na przekształcenie liniowe o 
zadanej bazie, wyznaczania zależności pomiędzy macierzami tego samego 
przekształcenia w różnych bazach,  wyznaczania bazy i wymiaru przestrzeni 
przekształceni liniowych, wyznaczania bazy przestrzeni sprzężonej, 
dowodzenia podstawowych (elementarnych)  faktów dotyczących 
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przekształceń liniowych.  Przykładowe zadania sprawdzające powyższe 
umiejętności zawarte są w Zestawie 2.

3. Umiejętność: sprawdzania, czy dana podprzestrzeń jest niezmiennicza, 
wyznaczania wartości własnych i odpowiadających im wektorów własnych, 
poszukiwania bazy złożonej z wektorów własnych, diagonalizowania (o ile to 
możliwe) endomorfizmu, zastosowania diagonalizacji do obliczania potęgi 
macierzy, sprowadzania endomorfizmu do postaci kanonicznej  Jordana. 
Przykładowe zadania sprawdzające powyższe umiejętności zawarte są w 
Zestawie 3.

4. Umiejętność: sprawdzania czy dany funkcjonał jest funkcjonałem 
dwuliniowym, dwuliniowy, wyznaczania formy kwadratowej stowarzyszonej z 
funkcjonałem dwuliniowym,  znajdowania wzoru na funkcjonał dwuliniowy o 
zadanej formie kwadratowej, wyznaczania macierzy funkcjonału 
dwuliniowego, znajdowania wzoru na wartości funkcjonału dwuliniowego o 
zadanej macierzy,sprawdzania nieosobliwości przestrzeni ortogonalnej,  
wyznaczania dopełnienia ortogonalnego  wektora (podprzestrzeni), 
wyznaczania bazy ortogonalnej i ortonormalnej (różnymi sposobami), 
sprowadzania formy kwadratowej do postaci kanonicznej, wyznaczania 
sygnatury przestrzeni ortogonalnej, klasyfikacji rzeczywistych i zespolonych 
przestrzeni ortogonalnych. Przykładowe zadania sprawdzające powyższe 
umiejętności zawarte są w Zestawie 4.

5. Umiejętność: swobodnego operowania punktami i wektorami w przestrzeni 
afinicznej,  sprawdzania, czy podzbiór jest podprzestrzenią afiniczną, 
wyznaczania podprzestrzeni stycznej do podprzestrzeni afinicznej, 
swobodnego przechodzenia od postaci parametrycznej do ogólnej  (i na 
odwrót) podprzestrzeni przestrzeni współrzędnych, badania wzajemnego 
położenia podprzestrzeni afinicznych, sprawdzania, czy punkty są w położeniu 
ogólnym, szczególnym, wyznaczania środka ciężkości układu punktów,  
wyznaczania bazy punktowej, wyznaczania współrzędnych punktu w układzie 
współrzędnych, sprawdzania, czy funkcja jest przekształceniam afinicznym, 
wyznaczania przekształcenia afinicznego zadanego na bazie punktowej, 
wyznaczania przekształcenia stycznego do przekształcenia afinicznego, 
dowodzenia podstawowych (elementarnych)  faktów dotyczących przestrzeni 
afinicznych. Przykładowe zadania sprawdzające powyższe umiejętności 
zawarte są w Zestawie 5.

6. Umiejętność: obliczania i stosowania wyznacznika Grama, obliczania 
podstawowych wielkości metrycznych w przestrzeni euklidesowej (odległość 
punktów, odległość punktu od podprzestrzeni, odległość podprzestrzeni, miary 
kątów pomiędzy wektorami, prostymi, hiperpłaszczyznami, objętość 
wielościanu, sympleksu),  swobodnego operowania transformacjami 
geometrycznymi (rzut, symetria, jednokładność, obrót), dowodzenia 
wybranych faktów geometrycznych z użyciem poznanych narzędzi i twierdzeń. 
Przykładowe zadania sprawdzające powyższe umiejętności zawarte są w 
Zestawie 6.

7. Umiejętność: klasyfikacji stożkowych i powierzchni nad R z wykorzystaniem 
wyznaczników macierzy związanych z równaniami tych utworów, wyznaczania 
stycznej, środków i kierunków asymptotycznych oraz punktów osobliwych 
stożkowej. Przykładowe zadania sprawdzające powyższe umiejętności 
zawarte są w Zestawie 7.

kryteria oceny Sprawdzenie wyżej wymienionych umiejętności odbywa się na podstawie zadań  
przedłożonych  do samodzielnego rozwiązania.  Podstawowym kryterium oceny 
jest poprawność rozwiązań wskazująca na opanowanie sprawdzanych 
umiejętności.

przebieg procesu 
weryfikacji

2 kolokwia pisemne (w 7. oraz 13. tygodniu zajęć). Każde pozwala na zdobycie 20 
punktów.

informacje 
dodatkowe
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nazwa kod

egzamin pisemny ALGeA_w_3

kod(-y) zajęć 
osoba(-y) 
przeprowadzając
a(-e) weryfikację

Alfred Czogała 

grupa(-y) Wszyscy studenci specjalności: matematyka w finansach i ekonomii,  
matematyczne metody informatyki.

wymagania 
merytoryczne

Znajomość wiedzy teoretycznej i jej bezpośredniego zastosowania do konkretnych 
problemów praktycznych.
Umiejętność syntezy wiedzy teoretycznej wymienionej w wymaganiach 
merytorycznych dla aktywności na zajęciach i szczegółowych umiejętności 
praktycznych wymienionych w wymaganiach merytorycznych dla sprawdzianów 
pisemnych, na podstawie przedłożonych do rozwiązania zadań przekrojowych.
Umiejętność dowodzenia wybranych elementarnych faktów z zakresu treści 
modułu.

kryteria oceny W  pierwszej części  egzaminu oceniana będzie znajomość wiedzy teoretycznej i 
jej bezpośredniego zastosowania do konkretnych problemów praktycznych.
W części drugiej egzaminu oceniana będzie umiejętność syntezy wiedzy 
teoretycznej wymienionej w wymaganiach merytorycznych dla aktywności na 
zajęciach i szczegółowych umiejętności praktycznych wymienionych w 
wymaganiach merytorycznych dla sprawdzianów pisemnych, na podstawie 
przedłożonych do rozwiązania zadań przekrojowych oraz umiejętność dowodzenia  
podstawowych  faktów z zakresu treści modułu (ich lista  zostanie  wskazana w 
materiałach przygotowawczych do egzaminu) .

przebieg procesu 
weryfikacji

Do egzaminu student przystępuje z liczbą punktów uzyskaną w trakcie 
konwersatorium, który otrzymał  co najmniej 25 punktów.  Możliwe jest warunkowe 
dopuszczenie do egzaminu studenta z mniejszą liczbą punktów. 
W trakcie egzaminu będzie można zdobyć  50 punktów. Zatem w sumie  do 
zdobycia będzie 100 punktów ( plus 10 punktów bonusowych). 
Egzamin składać się będzie z dwóch części (obie w formie pisemnej): pierwsza z  
teorii i jej elementarnych zastosowań  (za 20 punktów) i druga z zadań (za 30 
punktów).
Warunkiem uzyskania oceny pozytywnej z modułu jest uzyskanie sumarycznej 
liczby punktów co najmniej 50.

informacje 
dodatkowe


