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Zasady zaliczania przedmiotu:

§ 2 kolokwia, kaøde warte 15 punktów,
§ 2 sprawdziany, kaødy warty 6 punktów,
§ aktywnoúÊ na zajÍciach, warta 3 punkty,
§ egzamin, warty 55 punktów.

Do egzaminu przystÍpujπ tylko te osoby, które uzyskajπ
zaliczenie z ÊwiczeÒ.
Warunkiem zaliczenia ÊwiczeÒ jest zdobycie co najmniej 25
punktów.
Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co najmniej 60
punktów.
Kaøde kolokwium bÍdzie trwa≥o 90 minut, kaødy sprawdzian 20
minut, a egzamin koÒcowy 180 minut.



Sprawdziany odbÍdπ siÍ na zajÍciach w tygodniach:
§
13–18 marca

§
15–19 maja

Kolokwia odbÍdπ siÍ na zajÍciach w tygodniach:
§
3–7 kwietnia

§
5–9 czerwca

Egzamin odbÍdzie siÍ
§
12 czerwca.



Plan wyk≥adu:

02.22 Grupy i izomorfizmy grup. Podgrupy, podgrupy
generowane przez zbiór.

03.01 Warstwy grupy wzglÍdem podgrupy. Twierdzenie
Lagrange’a. Rzπd elementu grupy. Grupy
cykliczne.

03.08 Homomorfizmy grup, podgrupy normalne. Grupa
ilorazowa, twierdzenie o homomorfizmie.

03.15 Grupy permutacji.
03.22 PojÍcie pierúcienia. Podpierúcienie, podpierúcienie

generowane przez zbiór. Specjalne typy elementów
pierúcienia.



03.29 Homomorfizmy pierúcieni, idea≥y pierúcieni. Idea≥y
generowane przez zbiór. Idea≥y pierwsze i
maksymalne.

04.05 Konstrukcja pierúcienia wielomianów jednej
zmiennej. WartoúÊ wielomianu, pierwiastki
wielomianu, funckja wielomianowa. Wielokrotne
pierwiastki wielomianów. Rózniczkowanie
wielomianów.

04.12 Wielomiany wielu zmiennych. Wielomiany
symetryczne.

04.19 Lokalizacja pierúcienia wzglÍdem zbioru
multyplikatywnego. Pierúcienie lokalne.

04.26 Podstawowe pojÍcia teorii podzielnoúci.



05.10 Podcia≥a, podcia≥a generowane przez zbiór,
rozszerzenia cia≥. Charakterystyka pierúcienia i
cia≥a, cia≥a proste i klasyfikacja cia≥ prostych.

05.17 Rozszerzenie cia≥a o pierwiastek wielomianu. Cia≥o
rozk≥adu wielomianu. Cia≥o algebraicznie
domkniÍte.

05.24 Baza i stopieÒ rozszerzenia. Elementy algebraiczne
i przestÍpne. Rozszerzenia algebraiczne i
skoÒczone. Algebraiczne domkniecie cia≥a.

05.31 Cia≥a skoÒczone.
06.07 Struktura grupy elementów odwracalnych cia≥a

skoÒczonego.
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Grupy i izomorfizmy grup.



Definicja

Niech A bÍdzie niepustym zbiorem.

Dzia≥aniem wewnÍtrznym (lub, krótko, dzia≥aniem) w

zbiorze A nazywamy funkcjÍ ˚ : A ˆ A Ñ A.

Niech ponadto B bÍdzie niepustym zbiorem.

Dzia≥aniem zewnÍtrznym w zbiorze A nazywamy funkcjÍ
˚ : B ˆ A Ñ A.



Uwaga

To, øe w zbiorze A okreúlono dzia≥anie wewnÍtrzne ˚ w
szczególnoúci oznacza, øe:

1. @x, y P Ar˚px, yq istniejes,
2. @x, y P Ar˚px, yq P As.
Zamiast ˚px, yq bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ x ˚ y.

Podobnie, jeúli B ‰ H, to to, øe w zbiorze A okreúlono dzia≥anie
zewnÍtrzne ˛ w szczególnoúci oznacza, øe:
1. @a P B@x P Ar˛pa, xq istniejes,
2. @a P B@x P Ar˛pa, xq P As.
Zamiast ˛pa, xq bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ a ˛ x.

Na tym wyk≥adzie bÍdziemy zajmowaÊ siÍ prawie wy≥πcznie

dzia≥aniami wewnÍtrznymi.



Przyk≥ady:

1. Dodawanie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N.
Zauwaømy, øe dodawanie moøemy formalnie zdefiniowaÊ
rekurencyjnie jako funkcjÍ d : N ˆ N Ñ N warunkiem:

dpx, yq “
#

dpx, 0q “ x

dpx, Spyqq “ Spdpx, yqq,
gdzie S : N Ñ N oznacza funkcjÍ nastÍpnika liczb
naturalnych.
Symbol “`” dla oznaczenia dodawania wprowadzi≥ w 1489
roku Johannes Widmann.



2. Mnoøenie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N.
Podobnie jak dodawanie, mnoøenie moøemy zdefiniowaÊ
rekurencyjnie jako funkcjÍ m : NˆN Ñ N danπ warunkiem:

mpx, yq “
#

mpx, 0q “ 0,

mpx, Spyqq “ mpx, yq ` x,

gdzie, jak poprzednio, S : N Ñ N oznacza funkcjÍ
nastÍpnika liczb naturalnych.
Znak “ˆ” dla oznaczenia mnoøenia wprowadzi≥ w 1631
roku William Oughtred, zaú symbol “¨” zaproponowa≥
Gottfried Wilhelm von Leibniz w roku 1698.



3. Odejmowanie i dzielenie nie sπ dzia≥aniami w zbiorze N:
3 ´ 5 R N oraz 1 ˜ 2 R N.
Z drugiej strony, odejmowanie jest dzia≥aniem w Z, a
dzielenie jest dzia≥aniem w Qzt0u.

4. Mnoøenie wektorów na p≥aszczyünie przez skalary
rzeczywiste jest przyk≥adem dzia≥ania zewnÍtrznego.



Definicja

Niech A bÍdzie niepustym zbiorem, a ˚ i ˝ dzia≥aniami w A.

1. Mówimy, øe ˚ jest ≥πczne, jeøeli
@x, y, z P Arx ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ zs.

2. Mówimy, øe ˚ jest przemienne, jeøeli
@x, y P Arx ˚ y “ y ˚ xs.

3. Mówimy, øe ˚ ma element neutralny e, jeøeli

@x P Arx ˚ e “ e ˚ x “ xs.
4. Mówimy, øe y jest elementem odwrotnym do x, jeøeli

x ˚ y “ y ˚ x “ e.

5. Mówimy, øe ˝ jest rozdzielne wzglÍdem ˚, jeøeli
@x, y, z P Arx ˝ py ˚ zq “ x ˝ y ˚ x ˝ zs.



Przyk≥ady:

5. Dodawanie i mnoøenie liczb naturalnych sπ ≥πczne i
przemienne.
0 jest elementem neutralnym dodawania, a 1 jest
elementem neutralnym mnoøenia.
Ponadto mnoøenie jest rozdzielne wzglÍdem dodawania.
1 nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem dodawania, a 2
nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem mnoøenia.



6. Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb ca≥kowitych.
Kaøda liczba ca≥kowita ma element odwrotny wzglÍdem
dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem
mnoøenia.

7. Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb wymiernych.
Kaøda liczba wymierna ma element odwrotny wzglÍdem
dodawania i kaøda niezerowa liczba wymierna ma element
odwrotny wzglÍdem mnoøenia.



8. Rozwaømy dowolny niepusty zbiór X i rodzinÍ A
wszystkich funkcji f : X Ñ X oraz dzia≥anie sk≥adania
funkcji.
Jest to dzia≥anie ≥πczne, ale nie jest przemienne.
Funkcja identycznoúciowa X Q x fiÑ x P X jest elementem
neutralnym tego dzia≥ania, a jedyne funkcje, które majπ
elementy odwrotne, to funkcje róønowartoúciowe.



Definicja

1. Algebrπ nazywamy ciπg

pA, ˚1, . . . , ˚n, B1, . . . , Bm, ¨1, . . . , ¨mq,
gdzie A jest niepustym zbiorem,˚1, . . . , ˚n dzia≥aniami
wewnÍtrznymi w zbiorze A, a ¨1, . . . , ¨m dzia≥aniami
zewnÍtrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajπcymi im
zbiorami B1, . . . , Bmq.

2. Grupπ nazywamy algebrÍ pG, ˚q, gdzie ˚ jest ≥πczne, ma
element neutralny i kaødy element w zbiorze G ma element
odwrotny.

Jeøeli ponadto ˚ jest przemienne, to grupÍ pG, ˚q nazywamy
przemiennπ (lub abelowπ).



Przyk≥ady:

9. Przyk≥adami algebr znanymi z wyk≥adu z algebry liniowej
sπ cia≥a, czyli algebry pF,`, ¨q, gdzie ` i ¨ sπ dzia≥aniami
≥πcznymi, przemiennymi, majπcymi elementy neutralne,
odpowiednio, 0 i 1 oraz takie, øe kaødy element zbiorów,
odpowiednio, F i F ˚ ma element odwrotny.
Przyk≥adami algebr, w których wystÍpujπ dzia≥ania
zewnÍtrzne, sπ przestrzenie liniowe, czyli algebry
pV,`, F, ¨q, gdzie ` jest dzia≥aniem wewnÍtrznym zbioru F ,
które jest ≥πczne, przemienne, ma element neutralny i
wzglÍdem którergo kaødy element zbioru V ma element
odwrotny, natomiast ¨ : F ˆ V Ñ V jest pewnym
dzia≥aniem zewnÍtrznym, przy czym F jest cia≥em.



10. Grupy liczbowe. pZ,`q, pQ,`q, pR,`q, pC,`q sπ
przyk≥adami grup przemiennych. pN,`q nie jest grupπ.
Podobnie pQ˚, ¨q, pR˚, ¨q, pC˚, ¨q, gdzie A˚ “ Azt0u, sπ
grupami przemiennymi. pN˚, ¨q i pZ˚, ¨q nie sπ grupami.



11. Grupy pochodzπce od cia≥a. Uogólniajπc poprzedni
przyk≥ad, dla dowolnego cia≥a pF,`, ¨q algebry pF,`q oraz
pF ˚, ¨q sπ grupami przemiennymi.



12. Grupy reszt. Niech n P N i oznaczmy przez
Zn “ t0, 1, . . . , n ´ 1u. W zbiorze Zn definiujemy
dodawanie modulo n:

x ‘n y “ reszta z dzielenia x ` y przez n

oraz mnoøenie modulo n:

x bn y “ reszta z dzielenia x ¨ y przez n.
Niech ponadto

UpZnq “ tk P Zn : NWDpk, nq “ 1u.
pZn,‘nq i pUpZnq,bnq sπ przyk≥adami grup przemiennych.
pZ˚

n,bnq na ogó≥ nie jest grupπ, chyba øe n jest liczbπ
pierwszπ – wówczas Z˚

n “ UpZnq.



13. Grupy macierzy. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech
Mpn, F q oznacza zbiór macierzy kwadratowych stopnia n o
wspó≥czynnikach z cia≥a F .
pMpn, F q,`q jest grupπ przemiennπ, przy czym ` oznacza
tu dodawanie macierzy.
Niech

GLpn, F q “ tA P Mpn, F q : detA ‰ 0u.
pGLpn, F q, ¨q jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna,
przy czym ¨ oznacza tu mnoøenie macierzy.
GrupÍ tÍ nazywamy grupπ liniowπ stopnia n nad cia≥em
F .
Niech

SLpn, F q “ tA P Mpn, F q : detA “ 1u.
pSLpn, F q, ¨q jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna.
GrupÍ tÍ nazywamy specjalnπ grupπ liniowπ stopnia n
nad cia≥em F .



14. Grupy zwiπzane z przestrzeniπ liniowπ. Niech V
bÍdzie przestrzeniπ liniowπ. pV,`q jest grupπ przemiennπ,
przy czym ` oznacza tu dodawanie wektorów.
Oznaczmy przez AutpV q zbiór automorfizmów liniowych
przestrzeni V .
pAutpV q, ˝q jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna,
przy czym ˝ jest tu dzia≥aniem sk≥adania przekszta≥ceÒ
liniowych.
Za≥óømy, øe w przestrzeni V zdefiniowaliúmy funkcjona≥
dwuliniowy ⇠ okreúlajπcy na V strukturÍ przestrzeni
euklidesowej.
Oznaczmy przez OpV q zbiór automorfizmów ortogonalnych
przestrzeni V .
pOpV q, ˝q jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna.
GrupÍ tÍ nazywamy grupπ ortogonalnπ przestrzeni
pV, ⇠q.



15. Grupy funkcji. Niech pG, ˚q bÍdzie grupπ, niech X ‰ H.
W rodzinie funkcji

GX “ tf : X Ñ G : f jest funkcjπu
definiujemy dzia≥anie

pf ˛ gqpxq “ fpxq ˚ gpxq.
pGX , ˛q jest grupπ, która jest przemienna, gdy G jest
przemienna.



16. Grupy zadane tabelkami Cayleya. Dzia≥ania w
grupach czÍsto wygodnie jest zapisywaÊ w tabelkach
Cayleya.
Na przyk≥ad tabelka dzia≥aÒ w grupie pZ˚

5 ,b5q wyglπda
nastÍpujπco:

b5 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1



Przyk≥adem grupy zadanej przez tabelkÍ Cayleya, która nie ma
odpowiednika wúród grup liczbowych, jest grupa czwórkowa
Kleina pK4, ¨q, gdzie K4 “ ta, b, c, du oraz dzia≥anie ¨
zdefiniowane jest nastÍpujπco:

¨ a b c d

a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a



17. Grupy przekszta≥ceÒ. Niech X ‰ H, niech
SpXq “ tf : X Ñ X : f jest bijekcjπu.

pSpXq, ˝q jest grupπ, która na ogó≥ nie jest przemienna,
przy czym ˝ oznacza tu dzia≥anie sk≥adania funkcji.
Jeúli X “ t1, 2, . . . , nu, to grupÍ SpXq oznaczamy przez
Spnq i nazywamy grupπ symetrycznπ stopnia n albo
grupπ permutacji stopnia n.
Dla grup symetrycznych przyjmujemy nastÍpujπcπ notacjÍ:
jeúli � P Spnq i �p1q “ i1, . . . ,�pnq “ in, to piszemy

� “
ˆ

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

˙

.



Na przyk≥ad dla n “ 3 elementy grupy Sp3q to nastÍpujπce
funkcje:

id3 :

ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

o1 :

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

o2 :

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙

s1 :

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

s2 :

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

s3 :

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

.



Tym samym tabelka dzia≥aÒ w grupie Sp3q wyglπda
nastÍpujπco:

˝ id3 o1 o2 s1 s2 s3
id3 id3 o1 o2 s1 s2 s3
o1 o1 o2 id3 s2 s3 s1
o2 o2 id3 o1 s3 s1 s2
s1 s1 s3 s2 id3 o2 o1
s2 s2 s1 s3 o1 id3 o2
s3 s3 s2 s1 o2 o1 id3

Widzimy, øe jest to przyk≥ad grupy nieprzemiennej:

s1 ˝ o1 “ s2 ale o1 ˝ s1 “ s3.



18. Grupy izometrii w≥asnych n-kπta foremnego. Dla
n • 3, n P N, oznaczmy przez Dpnq zbiór izometrii
w≥asnych n-kπta foremnego.
pDpnq, ˝q jest grupπ.



Na przyk≥ad grupa Dp3q sk≥ada siÍ z nastÍpujπcych izometrii
trójkπta równobocznego:

ID3 :

identycznoúÊ

O1 :

obrót o 120˝

O2 :

obrót o 240˝

S1 :
symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 1

S2 :
symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 2

S3 :
symetria wzglÍdem

symetralnej przechodzπcej

przez wierzcho≥ek 3



Tabelka dzia≥aÒ w grupie Dp3q wyglπda zatem nastÍpujπco:
˝ ID3 O1 O2 S1 S2 S3

ID3 ID3 O1 O2 S1 S2 S3

O1 O1 O2 ID3 S2 S3 S1

O2 O2 ID3 O1 S3 S1 S2

S1 S1 S3 S2 ID3 O2 O1

S2 S2 S1 S3 O1 ID3 O2

S3 S3 S2 S1 O2 O1 ID3

.



19. SkoÒczony produkt grup. Niech pG1, ˚1q, . . . , pGn, ˚nq
bÍdπ grupami.
W produkcie kartezjaÒskim G “ G1 ˆ . . . ˆ Gn definiujemy
dzia≥anie “po wspó≥rzÍdnych”:

pa1, . . . , anq ˚ pb1, . . . , bnq “ pa1 ˚1 b1, . . . , an ˚n bnq.
pG, ˚q jest grupπ.



Jako przyk≥ad rozwaømy grupy pZ2,‘2q i pZ2,‘2q. Wówczas
Z2 ˆ Z2 “ tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu

i tablelka dzia≥aÒ wyglπda nastÍpujπco:

˚ p0, 0q p0, 1q p1, 0q p1, 1q
p0, 0q p0, 0q p0, 1q p1, 0q p1, 1q
p0, 1q p0, 1q p0, 0q p1, 1q p1, 0q
p1, 0q p1, 0q p1, 1q p0, 0q p0, 1q
p1, 1q p1, 1q p1, 0q p0, 1q p0, 0q



Definicja

Niech pG1, ˚1q i pG2, ˚2q bÍdπ grupami.
FunkcjÍ f : G1 Ñ G2 nazywamy izomorfizmem grup, jeøeli

jest bijekcjπ i spe≥niony jest warunek

@x, y P G1rfpx ˚1 yq “ fpxq ˚2 fpyqs.
Jeøeli istnieje izomorfizm f : G1 Ñ G2, to grupy G1 i G2

nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez G1 – G2.



Przyk≥ady:

20. Grupy Sp3q i Dp3q sπ izomorficzne.
Istotnie, rozwaømy funkcjÍ f : Sp3q Ñ Dp3q, którπ, dla
wygody oznaczeÒ, zdefiniujemy tabelkπ jako:

� id3 o1 o2 s1 s2 s3
fp�q ID3 O1 O2 S1 S2 S3

Oczywiúcie jest to bijekcja.
Porównujπc tabelki dzia≥an w Sp3q i Dp3q widzimy, øe jest
to teø izomorfizm grup.



21. Grupy K4 i Z2 ˆ Z2 sπ izomorficzne.
Istotnie, izomorfizm ustala funkcja f : K4 Ñ Z2 ˆ Z2 dana
tabelkπ

x a b c d

fpxq p0, 0q p0, 1q p1, 0q p1, 1q



W dowolnej grupie pG, ˚q wprowadzamy oznaczenie
n

π

i“1

xi “ x1 ˚ . . . ˚ xn.

W szczególnoúci
±n

i“1 x “ xn.



Tradycyjnie uøywamy w teorii grup dwóch równoleg≥ych
terminologii, addytywnej i multyplikatywnej, wed≥ug
nastÍpujπcego schematu:

Definicja Notacja addytywna Notacja multyplikatywna

dzia≥anie
`

dodawanie
suma

¨
mnoøenie
iloczyn

element neutralny
0
zero

1
jedynka

potÍga
nx

wielokrotnoúÊ
xn

potÍga

element odwrotny
´x

element przeciwny
x´1

element odwrotny



Twierdzenie

Niech pG, ˚q bÍdzie grupπ. Wówczas:
1. element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;
2.

±m
i“1 xi ˚ ±m`n

j“m`1 xj “ ±m`n
k“1 xk, dla x1, . . . , xm`n P G;

3. xm`n “ xmxn, dla x P G;

4. pxmqn “ xmn
, dla x P G;

5. element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;
6. pxn1

1 ˚ . . . ˚ xnk
k q´1 “ x´nk

k ˚ . . . ˚ x´n1
1 , dla x1, . . . , xk P G;

7. px´1q´1 “ x, dla x P G;

8. px´1 ˚ y ˚ xqn “ x´1 ˚ yn ˚ x, dla x, y P G;

9. jeøeli x ˚ y “ x ˚ z, to y “ z oraz jeøeli y ˚ x “ z ˚ x, to
y “ z (prawo skracania).



Dowód.

Udowodnimy dla przyk≥adu czÍúÊ (1):
jeúli e i e1 sπ dwoma elementami neutralnymi, to wówczas

e “ e ˚ e1 “ e1

.



Podgrupy, podgrupy generowane

przez zbiór.



Definicja

Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ.
Podzbiór H ‰ H zbioru G nazywamy podgrupπ grupy G
(piszemy H † G), gdy pH, ¨æHˆHq jest grupπ.



Przyk≥ady:

1. Z † R z dodawaniem;
2. R˚ † C˚ z mnoøeniem;
3. SLpn, F q † SLpn, F q z mnoøeniem macierzy;
4. Zn nie jest podgrupπ grupy Z.



Twierdzenie

Niech H ‰ H Ä G i niech pG, ¨q bÍdzie grupπ.
NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:

1. H † G;

2. H ma nastÍpujπce w≥asnoúci:
§ 1G P H,
§ @x, y P Hpxy P Hq,
§ @x P Hpx´1 P Hq;

3. H ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:
§ @x, y P Hpxy´1 P Hq.



Dowód.

RównowaønoúÊ p1q ô p2q jest oczywista.
Dla dowodu implikacji p2q ñ p3q ustalmy x, y P H.
Mamy, øe y´1 P H, wiÍc xy´1 P H.
Pozostaje udowodniÊ implikacjÍ p3q ñ p1q.
Poniewaø H ‰ H, wiÍc istnieje x P H.
Stπd

1G “ xx´1 P H.

Dalej:
x´1 “ 1Gx

´1 P H.

Ustalmy x, y P H.
Wówczas y´1 P H, a zatem:

xy “ xpy´1q´1 P H.



Przyk≥ady:

5. Zauwaømy, øe µnpCq “ tz P C˚ : zn “ 1u † C˚.
Istotnie, ustalmy z1, z2 P µnpCq, a zatem niech zn1 “ 1 i
zn2 “ 1.

Wówczas pz1z´1
2 qn “ p z1z2 qn “ zn1

zn2
“ 1

1 “ 1, czyli

z1z
´1
2 P µnpCq.

6. Zauwaømy, øe t0, 2, 4u † Z6 z dodawaniem.
Istotnie, 0 P t0, 2, 4u, dodawanie na kaødej parze nie
wychodzi poza zbiór t0, 2, 4u oraz 0 jest elementem
symetrycznym dla 0, 2 dla 4 i 4 dla 2.



7. Zauwaømy, øe 2Z “ t2k : k P Zu † Z z dodawaniem.
Istotnie, ustalmy x, y P 2Z, a zatem niech x “ 2k i y “ 2l.
Wówczas x ´ y “ 2k ´ 2l “ 2pk ´ lq, czyli x ´ y P 2Z.

8. Zauwaømy, øe jeúli G jest dowolnπ grupπ, to

t1Gu † G oraz G † G.

Podgrupy te nazywamy podgrupami niew≥aúciwymi,
wszystkie pozosta≥e – podgrupami w≥aúciwymi.



Twierdzenie

Niech R “ tHi : i P Iu bÍdzie rodzinπ podgrup grupy G;
1.

ì

iPI Hi jest podgrupπ grupy G,

2.
î

iPI Hi jest podgrupπ grupy G, o ile R jest ≥aÒcuchem.



Dowód.

1. Oznaczmy F “ ì

iPI Hi. Ustalmy x, y P F .
Wtedy

@i P Ipx, y P Hiq,
a zatem

@i P Ipxy´1 P Hiq,
czyli xy´1 P F .

2. Oznaczmy F “ î

iPI Hi.
Ustalmy x, y P F .
Wtedy

Di0 P Ipx, y P Hi0q,
a zatem

Di0 P Ipxy´1 P Hi0q,
czyli xy´1 P F .



Definicja

Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ oraz A Ä G pewnym zbiorem.

Najmniejszπ w sensie inkluzji podgrupÍ grupy G zawierajπcπ
zbiór A (tj. przekrój wszystkich podgrup grupy G zawierajπcych
A) nazywamy podgrupπ generowanπ przez A i oznaczamy
xAy.



Uwaga

Podgrupa grupy G generowana przez zbiór A ma nastÍpujπce
w≥asnoúci:

1. xAy † G,

2. A Ä xAy,
3. jeúli H † G oraz A Ä H, to wtedy xAy † H.



Definicja

Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe xAy “ G nazywamy zbiorem
generatorów grupy G.

Jeúli A “ ta1, . . . , anu to oznaczamy
xa1, . . . , any “ xAy.

Mówimy, øe grupa jest skoÒczenie generowana, gdy istniejπ

elementy g1, . . . , gn P G takie, øe

G “ xg1, . . . , gny.



Uwaga

W szczególnoúci grupa skoÒczenie generowana nie musi byÊ

skoÒczona, na przyk≥ad Z “ x1y.



Twierdzenie (o postaci elementów podgrupy generowanej

przez zbiór)

Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ, niech A Ä G.

Wówczas

xAy “ tak11 ak22 . . . aknn : n P N, ki P Z, ai P Au.



Dowód:

Oznaczmy

A1 “ tak11 ak22 . . . aknn : n P N, ki P Z, ai P Au.
Pokaøemy, øe A1 † G.



Zauwaømy, øe 1G P A1:
Istotnie, weümy a1 P A.
Wtedy z definicji potÍgi a01 “ 1G P A1.
Zauwaømy dalej, øe dla x, y P A1 zachodzi xy P A1:
Istotnie, ustalmy x “ ak11 ak22 . . . aknn , y “ bl11 b

l2
2 . . . blmm , n,m P N,

ki, li P Z, ai, bi P A.
Mamy:

xy “ ak11 ak22 . . . aknn bl11 b
l2
2 . . . blmm P A1.

Na koniec zauwaømy, øe dla x P A1 zachodzi x´1 P A1:
Istotnie, ustalmy x “ ak11 ak22 . . . aknn , n P N, ki P Z, ai P A.
Mamy:

x´1 “ pak11 ak22 . . . aknn q´1 “ a´kn
n a´kn´1

n´1 . . . a´k1
1 P A1.



Pozostaje pokazaÊ, øe A1 “ xAy.
Inkluzja pÅq jest oczywista, pozostaje wykazaÊ inkluzjÍ pÄq.
Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem n.
Dla n “ 1 ustalmy a1 P A.
Z definicji podgrupy, ak11 naleøy do wszystkich podgrup
zawierajπcych a1, a wiÍc i zbiór A, zatem z definicji ak11 P xAy.



Za≥óømy, øe twierdzenie zachodzi dla pewnej ustalonej liczby
n ° 1, a wiÍc øe dla a1, a2, . . . , an P A, k1, . . . , kn P Z zachodzi

ak11 . . . aknn P xAy.
Wówczas dla dla a1, a2, . . . , an, an`1 P A, k1, . . . , kn, kn`1 P Z
zachodzi

ak11 . . . aknn
loooomoooon

PxAy

akn`1
n`1

loomoon

PxAy

P xAy.



Wniosek

1. Niech G bÍdzie grupπ oraz niech a P G.

Wówczas

xay “ tak : k P Zu.
2. Niech pG, ¨q bÍdzie grupπ abelowπ oraz niech

ta1, . . . , anu Ä G.

Wówczas

xa1, . . . , any “ tak11 . . . aknn : ki P Zu.



Przyk≥ady:

9. x1y “ Z;
10. x1y “ Zn, n P N;
11. x2, 3y “ t2k ` 3l : k, l P Zu † Z;
12. x4, 5y “ t4n5m : n,m P Zu † R˚;



13. W grupie Dp3q “ tID3, O1, O2, S1, S2, S3u mamy:
xID3y “ tID3u,

xO1y “ tID3, O1, O2u,
xO2y “ tID3, O1, O2u,
xS1y “ tID3, S1u,
xS2y “ tID3, S2u,
xS3y “ tID3, S3u,

xO1, S1y “ Dp3q;



14. Q˚ “ xt˘pk11 . . . pknn : n P N, ki P Z, pi P Puy, gdzie P oznacza
zbiór liczb pierwszych;



15. W grupie GLpn, F q rozwaømy macierze postaci
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zwane, odpowiednio, transwekcjami oraz dylatacjami.



Wówczas

GLpn, F q “ xtTijpaq, Oipbq : a, b P F, i, j P t1, . . . , nuuy.


