Rozdzial VLI

RELACTE PORZADKUJACE

Relacjq czesciowo porzqdkujqed ghior A nazywaniy relacje R <= A%

spelniajaca warunki:
a) Zwrotoesé

A (o xreR), () (<R

xed xed

b) Amy.s-yme.trfa
f\d [{{x,y}*eﬂﬂ{y,x}eﬁ)#x:ﬂ,
zudyed

f'"-,. f\l [[nyhny] = X = :,,]j

xagdyrad

¢} Przechodniofé

A A A\ 1, 2y e Ry, zp e R) = <x, 2 € RL
xodyed IE
A A N xRy A yRz) = xRz]).

sedyedrad

Jeéli relacja R spetnia dodatkowo warunek spajnoser:

d) Spdjnosc
’h‘,{ f\dil{x, yeRv{y xyeRVY=))
xedye {
/ {I,f""-.‘ﬂ A\ (xRy VyRx VX = ¥,
xedyed

to nazywamy ja relacia liniowo porzqdkujacd. |
W dawniejsze] literaturze czesto relaciy liniowo p:::r;:atdkujacq‘.'
wano relacjg asymetrycani, przechodnia i spojna (por. zad. 4.18 id
Sposrod relacii liniowo pmmdkujanych wyrdzniamy relacfe '.f-
porzadkujqee, o Znaczy takie, ktore spetniaja dodatkowo warunek
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) AX2O=NDeXaAex= b, er))
Xcd ¥ =
(AXz0=\ A ORI |

Acd yeXzelX

Zbiorem czedciowo (linfowe, dobrze) uporzqdkowanym nazywamy parg
{4, R} taky, 7¢ R czesciowo (liniowo, dobrze) porzadkuje A.
Elementy wyrdinione:
a) Element ¢ed nazywamy maksymalnym w zbiorze <A, Ry jedli
A (aRx = x = a).

xed

b) Element a e A4 nazywamy minimaluytm w zbiorze <A, R jedli

M (xRa=-x = a),

wed

¢) Element ae 4 nazywamy najwigkszym w zbiorze (A, £ jesli

A (xRa).

XxaA

d) Element a € 4 nazywamy najmniefszym w zbiorze (A, RS jedli

A\ (aRx).
xod
Laticuchem w zbiorze czgfciowo uporzadkowanym (4, R> nazywamy
kazdy podzbibr niepusty B < A4 taki, 2¢ {B, R 1 B?) jest zbiorem liniowo
uporzadkowanym.
Lauwazmy, ze R M B* jest to po prostu relacja B ograniczona do ele-
mentow zhioru A,

Antylaricuchem w zbiorze czefciowo uporzadkowanym <A, > nazy-
Wamy kazdy zbiér B < A taki, Ze

;‘\H[.x # = ~XRY A ~pRY]
xPe
A wige jedli B jest fadicuchem, to kazde dwa elementy zbioru 8 sq po-

Wwnywalne (w sensie H*eIacji R), natomiast jesli jest antyladcuchem, to
I_I;H.ﬂc: dwa clementy zbioru B sy nieporownyweine,

Kazdy zbiér jednoclementowy jest laficuchem i antylaficuchem.

Jesh zbidr X zawicra sig w A, to ograniczeniem gdrnym zbioru X na-
wamy kazdy taki clement ae d, 2& A (xRa). Podobnic definiujemy

xeX

Wintczenie dolne zbiorn X = A,
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LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA: Niech {A, R}y ‘bedzie zbiorem upo-
rzqdkowanym takim, e dla kazdego {aicucha istnieje w A gdrne ograni-
czenie. Wiedy w A isinigje co najmnief jeden element maksymainy. Co wig- |
cej, dla katdego x € A istniefe element maksymalny a taki, ze xRa.

8.1. Micch relacja R < (A" —{0})* bgdzie okreSlona nastepujaco |

xRy = \/ (xz =)
s’
(tradycyjnie relacje tg oznaczamy symbolem x|y).

a) Udowodnié, ze | jest relacja czesciowo porzadkujacy,

b) znalezé wszystkie elementy minimalne, i

o) udowodnié, ze w zbiorze (A" —{0}, |> mie ma clementow maksy-
malnych, i

d) znalezé ogolny postaé fafcucha w zbiorze A =103, |3

¢) znalezé ogolng postaé antylaficucha w zbiorze (A7 = {03, |3,

f) udowodnié, #e relacja inkluzji w sbiorze wszystkich lancuchdw
shioru (A —{0}, |> jest czgSciowym porzgdkiem, znalezé postac lancu-
chéw minimalnych i maksymalnych. :

8.2, Nicch X bedzie zbiorem, zas (X} bedzie rodeina wezystkich pcrdi_
sbiorow zbioru X. Udowodnié, Ze relacja = czedciowo porzadkuje zhié:i:'"
@(X), Znalezé clement najmniejszy 1 najwickszy w zbiorze (2(X), =2.

8,3, Zatozmy, ¢ zbiér X ma co najmniej dwa clementy., Rozwazimy
zhior U = P(X)—{0}—{X}, oraz relacje c ograniczong do elementow
tego zhioru, zbadad I

a) czy W zbiorze (U, =) istnicje element najmniejszy,

b) czy w zbiorze (U, =) istnigje element najwigkszy, !

¢) znaleié postaé elementdw minimalnych i maksymalnych w (U, €2y

d) jaka jest moc zbioru clementéw minimalnych i maksymalnych

&
|
!
¥

Ry

w (U, =), Rozwazyé szczegolny przypadek, gdy X jest zbiorem dwugles

mentowynm. 4

8.4, Udowodnié, 7¢ jesli (X, R jost zbiorem czgSciowo uporzqdkos
wanym i ¥ = X, to zbidr (¥, R 1 Y% takze jest zbiorem czgsciowo Up pe
readkowanym. Czy twierdzenie jest prawdziwe, jesli zbior (X, R jost lis
niowo (bgdz dobrze) uporzadkowany? Co moina powiedziet o stosunkl
clementéw wyrdznionych w (X, Ry i (¥, Rn ¥*H)1? '

8.5. Zhior X, R nazywamy dualnym do {X, R

a) Udowodnié, Ze jezeli (X, R} jost zhiorem czgiciowo uporzgdko i
nym, to {X, R~} takie jest zbiorem czgsciowo uporzadkowanyin.
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b) Czy analogiczne twicrdzenic jest prawdziwe, jesli X, R jest zbio-
rem liniowo uporzadkowanym?

¢) Czy analogiczne twierdzenie jest prawdziwe, jesli £X, i jest zbio-
rem dobrze uporzadkowanym ?

d) Jaki jest zwigzek clementéw wyrdznionych w <X, £y iw{X, R-1%7

8.6, a) Udowodni¢, ze jezeli w zbiorze czebciowo uporzgdkowanym
jest element najwickszy, to jest on jedynvm clementem maksymaloyn,

b) Udowodnié, Ze jezeli w zbiorze czedciowo uporzadkowanym jest
element najmniejszy, to jest on jedynym clementem minimalnym.

¢) Jaki zwiazek pomiedzy punktami a i b sugeruje zadanie 8,57

8.7, Czy dla danego X # O mozna tak okredlic relacje R, by réwno-
czednie: [

a) Zbidr (X, Ry byl czeiciowo uporzadkowany.

b) R byla relacia rownowaznoéei w X,

8.8, Czy dla danego zbioru X (akiego, 7¢ X =2 mozna okredlié 1o
lacje R taka, by rownoczeénie: '

a) Zbidr {X, R» byl liniowo uporzadkowany.

b) & byla relacja rownowaznodei,

8.9. Zalézmy, ze zbiér (X, R) jest dobrze uporzadkowany, Znalezé
warunek konicczny 1 dostateczny na to, by zbiGr (X, R71 byl takze dobrze
uporzgdkowany.

8.10. Udowodni¢, #e jesli X jest zbiorem skonczonym, zas (X, R
zbiorem liniowo uporzgdkowanym, to zbidr (X, R jest dobrze uporzad-
kowany. '

8.11. Znale#¢ przyklad zbioru czgdciowo uporzidkowanego <X, R>
takiego, ze w zbiorze (X, R} jest dokladnie jeden element maksymalny
i nie ma elementu najwigkszego.

8.12. Znale#¢ przyklad zbioru czgiciowo uporzadkowanego <X, R
lakiego, ze w zbiorze (X, R» jest dokladnie jeden element minimalny i nic
ma elementu najmniejszego,

8.13. a) Udowodnic, ze jeZeli zbiér X jest skonczony, to w zbiorze czg-
sciowo uporzadkowanym <X, R} istuieje co najmniej jeden element maksy-
malny,

b) Udowodni¢ analogiczne twierdzenie dla elementéw minimalnych,

8.14. Udowodni¢, ze jezeli zbidr X jest skoficzony i w <X, R jest do-
kladnie jeden element maksymalny (minimalny), to jest on elementem naj-
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wickszym  (najmnigjszym). Czy zatozenie skoriczonosci zbioru X jest
jstotne ?

8.15. Udowodnié, #¢ warunkiem koniccznym i dostatecznym na to,
by czesciowo uporzadkowany zbiér (X, R> byl liniowo uporzadkowany
jest, by kazdy antylanicuch byl jednoelementowy.

8.16, Udowodnié, ze w zbiorze liniowo uporzadkowanym element mi-
nimalny (maksymalny), o ile istnigje, jest elementem najmnicjszym (naj-
wigkszym).

8.17. Co oznacza fakt, ze A jest laficuchem w zbiorze czgsciowo upo-
rzgdiowanym  {A4; R 17

%.18. Dowiedé, ze w zbiorze liniowo uporzadkowanym Kakdy skon-
czony podzbidr niepusty ma element najwickszy | najmniejszy.

£.19. Udowodni¢, 2¢ w zbiorze cresciowo uporzadkowanym kazdy

. skohczony podzbior niepusty posiada clementy minimalne i maksymalne.

8.20. Dla kazdego ne 4 skonstruowac przyklad zbiorl ezeiciowo
uporzadkowanego, majacego dokltadnie n clementow minimalnych. Ana-
logicenie dla elementéw maksymalnych.

3.21. W zbiorze T wszystkich ciagéw skonczonych o wyrazach naleza-

cych do zbioru A" (a wiee w zbiorze () %) wprowadzamy relacje R jak
ke A"

nastepuje: xRy <+ ciag x jest odcinkiem poczgtkowym (niekoniecznie wia-
Sciwym) clggl y.

a) Udowodnié, ze relagjia R jest czgSciowym porzgdkiem.,

b) Czy w zbiorze (T, R) isinicje element najwickszy?

c) Czy w 7zbiorze {I, R} istnieje clement minimalny ?

d) Jaka jest moc zbioru laficuchéw w zbiorze (T, R)? |

8.22. Rozpatrujemy zbiér T = {2" :ne 4’} U {3} wraz 2z relacja po-
dzielnogei (porownaj zadanie 8.1), i

a) Czy w zbiorze (T, |» sa clementy minimalne, maksymalne?

b) Czy w zbiorze (7', [} jest element najmnigjszy

¢) Narysowaé diagram relacji. '

§.23. Rozwazamy zbidr T = {2, 3, ..., 15} wraz z relacja podzielnosei -
ograniczong do elementéw tego zbioru, 4

a) Narysowaé diagram relacji.

b) Wskaza¢ clemently wyroZnione,

¢) Wskaza¢ wszystkie tancuchy diugosei 3. ]

8.24. Niech 7 bedzie zbiorem wszystkich funkeji okreslonych na ods
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cinku €0,1> o wartosciach w @+ (' = @), Definivjemy relacje R
wzorem '

SfRg «= A\ [f(x) < g(¥)].

a) Udowodnié, ze R jest czgéclowym porzadkiem.

b) Wskazad elementy wyrdznione w (T, R>.

8.25. Dany jest zbidor czefciowo uporzadkowany <X, 8> oraz zbior
T # 0. W zbiorze F wszystkich funkeji z T w X (tj. TX) okredlamy relacje R
WZOrcim

fReg <= N/ [f(1) 8 g(1)].
PR B

a) Udowodnié, e relacja R jest czgéciowym porzgdkiem,

b) Znalezé warunek konieczny i dostateczny na to, by w (F, B> byl
element minimalny (maksymalny).

¢} £oalezé warunck konieczny 1 dostateczny na to, by w {F,R> byl
clement najwigkszy (najmmniejszy).

§.26. Micch A, dla e {0, 1, 2, 3, 4, 5} bedzie rodzing zbioréw okre-
slong jak nastgpuje:

A, ={ze¥:k+] =imz = t+2},
gdzie \
0 da¢=0,24,
k=441 dla =1,

~1 ‘dlaf= 3 35

a) Rozpatrujgc powyzsza rodzing jako zbidr czedciowo uporzgdkowany
przez relacje zawierania znalezé elementy wyrdinione. gea
b) Czy isinicjg clementy najmnicjszy 1 najwickszy ?
¢) Sporzgdzic diagram lego czgiciowego porzadku,
8.27. Niech 4, dlate {1, 2,3, 4, 3, 6} bedzie rodzing zbiordw okredlong
jak nastgpuje:
A, =1ze ¥ z—=k| =1},

adzie
RN | A
o] 0 diaz=2386
E =1 dla f =4,
| dla 1 = 5,
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Rozpatrujemy rodzing tg jako czgSciowo upﬂrmdkﬂwuiuq przez mla::]q
zawierania.

a) Znalezé clementy wyrdiniong,

b) Sporzadzié diagram tego czgdciowego porzjdku.

8.28, Niech A, dla te{0,1,2,3,4,5, 6} bedzie radzing zbiorow okre-
dlona jak nastgpuje:

=[xe@:k<x=t+1},

gdzie
(0 dlat=0,2,
p L =10 dld = 1,3,
¢ T 12 dia f = 4,6,
-3 dlat=5.

a) Rozpatrujge pﬂwyim rodzing jako zbidr czgéciowo uporzadkowany
przez relacje zawierania znaleZC elementy wyrdznione.

b) Sporzadzié diagram (ego CeSClOWego porzadku, 8

§.20, Miech 4, dla f {0, 1, 2, 3, 4} bedzie rodzing podzbiordw zhioru W’ A
okreglona jak nastgpuje:

A ={xeW t<x <.

a) Rozpatrujac powyzsg rodzing jako zbidr czgéciowo uporzadkowany
przez relacje zawierania, znalezé elementy wyrdznione, '

b) Sporzadzié diagram lego czgsciowego porzadku. !

8.30. Niech a(n) bedzie liczba réznych dzielnikow pierwszych liczby ,'
naturalnej ». W zbiorze {0, 1} okreslamy relacje R wzorem |

xRy <= [0(x) < a()]V [2(x) = a(DAx = y) |
a) Udowodnié, ze zbidr <A —{0, 1}, R) jest zbiorem czgsciowo upn-"
rzadkowanym.
b} Czy jest to zbibr liniowo uporzadkowany ?

¢) Znalezt elementy wyrdZznione.

8.31. Niech fi(n) bedzie liczba réinych dzielnikow liczby naturaiucj n
W zbiotze A" — {0} okreSlamy relacje R wzorem ko
*Ry <= [A(x) < ANV IB(x) = POIAX <

a) Udowodnié, ze zbidr {A"—{0}, R jest czeéciowo uporzadkowany, |
znalezé clementy wyrdZnione. 1
by Czy zbidr ten jest dobrze uporzadkowany !
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8.32, W zbiorze AT wprowadzamy relacje R wzorem
XRy <> 2I¥AZ|paAy £ X)VRIXA A2V ~2XA ~2|pAx < 3).
a) Udowodnié, Ze zbidr { 4"—{0}, R} jest liniowo uporzadkowany,

b) Czy zbi6r ten jest dobrze uporzadkowany?
8.33. W zbiorze ¥ 4~ wprowadzamy realcje R wzorem

aRb < N\ (a, < b,).
AT n

a) Udowodnié, 2e zbior ¥ RS jest czefciowo uporzadkowany,
znalezé elementy wyrdznione.
b) Czy zbidér ten jest uporzadkowany liniowo?
8.34, W zbiorze ' A" wprowadzamy relacje S wzorem
aSh<\/ /\ (a, = byiay < b v(a = b}

b NS - k n-sk

a) Udownduié, se zhidr Y 40 85 jest liniowo uporzadkowany.

b) Udowodnié, ze A (aRb == aSh), gdzie R jest teldcja rozwazana
.-.-,E LE ok Lty

w zadaniu 8,33,
8.35, W zbiorze ¥ wprowadzamy relacjc R wzorem

xRy <= (Re y = Re x) A(lm y =< Im x),
a) Udowodnié, ze zbior (%, R) jest czeéciowo uporzadkowany.,

b} Cey zbidr ten jest uporzadkowany liniowo ?
8.36. W zbiorze ¥ wprowadzamy relacie S wzorem

Sy=+(Rey < Rex)v[(Re y = Re x)a(lm y = Im x)].

a) Udowodnié, ¢ zbidr (¥, S jest liniowo uporzadkowany.
b) Czy zbiér ten jest dobrze uporzgdkowany?
c) Udowodnié, 2e A (xRy=- xSy), gdzic R jest relacja rozwazang

X,y
w zadaniu #.35.

Element xe X nazywamy (bezpofrednim) nastepnikiem elementu y
w zbiorze czgsciowo uporzadkowanym (X, R} jedli spelniony jest warunek

yRxA N\ [(yRzAzZRx) = (y = zvz = x)].

8.37. Zdefiniowad pojecic poprzednika tak, by zachodzil nastgpujacy
zwigzek: x jest poprzednikiem y w zbiorze {X, R} wtedy i tylko wtedy,

6 — Blementy logiki | beoril mnogodcl &1




gdy x jest nastepnikiem y w zbiorze dualnym <X, R~ (poréwnaj
zadanie 8.5).

8.38, Udowodnié, ze w zbiorze dobrze uporzgdkowanym kazdy element
(poza co najwyej elementem najwickszynt) posiada nastgpnik. Czy kazdy
element poza elementem pierwszym musi posiadac poprzednik? ;.

8.39. W zbiorze liniowo uporzadkowanym {X, R>» Kakdy element po-
siada mastepnik, Czy zbidr ten jest dobrze uporzgdkowany?

8.40. a) Wskazad przyklad zbioru ezgéciowo uporzadkowanego, w kio-
rym istnieje clement najmniejszy, kazdy clement ma dokladnie dwa nastep-
niki i co najwyzej jeden poprzednik. _.

b) Jaka jest moc zbioru lancuchdw w takim zhiorze 's

Zhiory czedciowo uporzadkowane X, Ry 1 (Y, 57 nazywamy pm!ui.:- !
=i

nymi, jesli istnieje przekszialcenie W,E“t_lcmrllﬁ jednoznaczne f: X ———» 11
takie, Ze
-\ Ry <= f(x) SA)). .
Ay

Zapisujemy to {X, R> = (¥, 8.

B.41. Sprawdzié, #e jezeli (X, Ry = (¥, 5}, to X'~ V.

8.42, a) Sprawdzié, ze jezeli X, R) jest zbiorem liniowo uporzadko-
wanym i <X, Rd = (¥, Sy, to (¥, 5) takze jest zbiorem liniowo upo-!
rzadkowanym,

by To samo dla dobrego porzadku.

8.43, Udowodnié, ze podobiciistwo jest zwrotne, symetrycine i prae- -
chodnie. Dlaczege nie wolno nam zastosowal zasady abstrakeji?

8.44, Udowodni¢, ze jeéli £ ustala podobicfistwo pomigdzy zbiorami
X, Ry 1 {Y, 5%, to

a) fzachowuje elementy wyrdznione (). obraz elementu maksynnhwgu‘
jest clementem maksymalnym, itd.}.

b) f zachowuje larficuchy i antylancuchy, innymi stowy jesli T jEEt
tafcuchem (antylancuchem) w (X, R>, to f* T jest faficuchem {am_v—
tancuchem) w (¥, 5. :

¢) f zachowuje poprzedniki i nastgpniki. .

Kardemu zbiorowi czeciowo uporzgdkowanemu przyporzadkowus=
jemy przedmiot zwany jego fypem relacyinyin TRICX, Ry) tak, 288
TR({X, Ry} = TR((Y, §)) = {X, Ry = (¥, 5). -

W przypadku zbioru liniowo uporzgdkowanego typ mlac:,rjnj,r mz}r-

B l___lg.n.—‘_' i L, ™ e e e T v i
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