1 Pojecie przeksztalcenia liniowego Obrazy i jadra. Obrazy i
przeciwobrazy podprzestrzeni.

Przeksztalceniem liniowym jest funkcja ¢: V — W pomiedzy dwoma przestrzeniami wektoro-
wymi V' i W nad ciatem F', ktora zachowuje dzialania dodawania wektoréw i mnozenia ich przez
skalary:

L Yo,weV [p(v+w)=¢p)+e(w)],

ii. Yaec FYv eV  [p(av)=a¢(v)].

Mozemy powyzsze dwa warunki zastapi¢ jednym:

Uwaga 1.1. Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem F'. Funkja ¢:V — W jest
przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy

Va,be FYv,w eV [p(av+ bw) = ap(v) + bo(w)).

Prosty dowod pozostawiamy jako éwiczenie Czytelnikowi.

Przyklad 1.2. Funkja ¢: R? — R? zdefiniowana wzorem
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Podobnie funkcja ¢: C*[a,b] — C*[a,b] dana wzorem
p(f) =1

jest przeksztalceniem liniowym; wybnika to wprost z twierdzen analizy matematycznej warunku-
jacych zachowanie pochodnych:

(f+9) = f'+4g,
(a.f)l = a"f/7

dla f, g€ C*®[a,b] oraz a € R.



Izomorfizmem nazywamy przeksztalcenie liniowe, ktére dodatkowo jest bijekcja, monomor-
fizmem przeksztalcenie, ktore jest roznowartosciowe, za$ epimorfizmem — na”. Dodatkowo
przeksztalcenia liniowe : V' — V' nazywamy czesto endomorfizmami, zas endomorfizmy, ktore
dodatkowo sg izomorfizmami nazywamy automorfizmami.

Przeciwdziedzine przeksztalcenia liniowego ¢: V — W zwyczajowo nazywamy obrazem i ozna-
czamy Im ¢:

Imp={weW|IveV|w=p)]}.

Wprost z definicji obrazu wynika, ze ¢ jest endomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Im o =W.
Odnotujmy nastepujaca wlasno$é¢ obrazow:

Uwaga 1.3. Niech ¢: V — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Wowczas Im o < W.

Dowéd. Istotnie, ustalmy a,b € F oraz w,w’ € Im . Niech v,v’ €V beda takie, ze p(v) =w oraz
pv) =w'. Wowczas:

aw +bw’=ap(v) + bp(v') = p(av+bv’) €Im ¢ O

Pojeciem dualnym do obrazu jest jadro przeksztalcenia liniowego, ktore oznaczamy przez Ker ¢ i
definiujemy jako przeciwobraz wektora zerowego:

Ker o ={v e V] p(v)=0}.
Takze i jadro jest podprzestrzenia:

Uwaga 1.4. Niech ¢: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wowczas Kerp < V.

Dowéd. Ustalmy a,b€ F oraz v, v’ € Ker p. Wowczas p(v) =601 ¢(v') =60. Wobec tego:
wlav+bv") =ap(v) +bp(v')=al +bo =6,

a wiec av +bv’ € Ker . O

Przyklad 1.5. Obliczymy obraz i jadro przeksztalcenia liniowego ¢: R2 — R? z Przykladu 1.2
danego wzorem
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Dzieki pojeciu jadra mozemy w tatwy sposéb charakteryzowaé¢ monomorfizmy:

Stwierdzenie 1.6. Niech ¢:V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Wowczas ¢ jest monomor-
fizmem wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ker o ={6}.

Dowéd. Dla dowodu implikacji (=) zalézmy, ze ¢ jest monomorfizmem. Oczywiscie

P(0) = ¢ (0-6) =0-(0) =0,
a skoro ¢ jest monomorfizmem, a wiec funkcja rownowarto$ciowsa, to jedynym wektorem odwzo-
rowywanym na 6 bedzie 6.

Na odwrét, dla dowodu przeciwnej implikacji (<) zalézmy, ze Ker ¢ ={0}. Niech v,v’ €V beda
takimi wektorami, ze ¢(v) = ¢(v’). Wowczas

a wiec v — v’ €Ker p. Ale Ker ¢ ={6}, wiec koniecznie v — v’ =0, czyli v=10'. O

Przyklad 1.7. Na podstawie przeprowadzonych w Przykladzie 1.5 obliczen stwierdzamy, ze prze-
ksztalcenie liniowe ¢: R%2 — R3 z Przyktadu 1.2 jest monomorfizmem.

Podobnie jak w przypadku funkcji mozemy tez dla przeksztalcen liniowych rozpatrywaé teo-
riomnogosciowe obrazy i przeciwobrazy zbioréow. Szczegélnie interesujacy jest tu przypadek, gdy
rozwazamy obrazy lub przeciwobrazy podprzestrzeni poprzez przeksztalcenia liniowe:

Uwaga 1.8. Niech ¢: V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, niech ponadto V’ <V oraz
W' <W. Wéwcezas p(V') <W oraz ¢ {(W')< V.

Prosty dowod zostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

Na zakorniczenie niniejszej czeéci wyktadu udowodnijmy jeszcze pozyteczny rezultat wiazacy rozmiar
jadra odwzorowania liniowego z rozmiarem jego obrazu:

Stwierdzenie 1.9. Niech V, W bedq przestrzeniami liniowymi nad ciatem F, niech o:V — W
bedzie przeksztatceniem lintowym, niech dimV < oo. Wowczas

dim V =dim Ker ¢ + dim Im ¢.

Dowdd. Niech dim V =n oraz dim Ker ¢ = k. Niech ponadto (vy,...,vx) bedzie baza podprzestrzeni
Ker . Uzupelnijmy te baze do bazy B= (v1,..., vk, u1,...,Un—k) przestrzeni V. Pokazemy, ze
C=(d(u1),...,p(un—x)) jest baza podprzestrzeni Im .



Ustalmy w € Imp. Wowcezas w = ¢(v) dla pewnego v € V. Niech v = Zle a; v + Z;:lk bju; dla
pewnych a;, b; € F. Woéwczas

k n—=k
w=0(0) =Y aipv) + Y byplus).

Poniewaz v; € Ker ¢, wiec ¢(v;) =0, a zatem w= Z;:lk bjp(u;) 1 tym samym kazdy element Im ¢
jest kombinacja liniowa wektoréw z C.

Pozostaje sprawdzié, ze wektory te sa liniowo niezalezne. Niech Z?;lk ¢ p(u;) =0 dla pewnych

skalarow c; € F'. Wobec liniowosci, go(zglz_lk

¢juj) =0, a zatem Z;:lk cju; € Ker ¢. Poniewa¢
(v1,...,vk) jest baza Ker @, istnieja skalary d; takie, ze Z;;k cjuj :Zle d;v;, lub, rownowaznie,
Zle (—d;) v + Z;:lk ¢ju; =0. Poniewaz B jest baza V, wiec wszystkie wspotczynniki w tej
kombinacji liniowej muszg by¢ réwne zeru, w szczegdlnosci ¢; =0 dla wszystkich j, a wigc C jest
liniowo niezalezny. O

Przyklad 1.10. W Przyktadzie 1.5 stwierdzilismy, ze odwzorowanie ¢: R? — R? ma trywialne
jadro, a wiec jest monomorfizmem. Wobec udowodnionego Stwierdzenia wystarcza to do zauwa-
zenia, ze nie moze by¢ epimorfizmem, albowiem z réwnosci dim V' = dim Ker ¢ 4 dim Im ¢ wynika,
ze dimIm ¢ =2 < 3=dimR?, a wiec Im ¢ jest wlasciwa podprzestrzenia R®.



