
1 Pojęcie przekształcenia liniowego Obrazy i jądra. Obrazy i
przeciwobrazy podprzestrzeni.

Przekształceniem liniowym jest funkcja ϕ: V !W pomiędzy dwoma przestrzeniami wektoro-
wymi V i W nad ciałem F , która zachowuje działania dodawania wektorów i mnożenia ich przez
skalary:

i. ∀v, w ∈V [ϕ(v+w) = ϕ(v)+ ϕ(w)],

ii. ∀a∈F ∀v ∈V [ϕ(a·v) = a·ϕ(v)].

Możemy powyższe dwa warunki zastąpić jednym:

Uwaga 1.1. Niech V i W będą przestrzeniami wektorowymi nad ciałem F . Funkja ϕ:V !W jest
przekształceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy

∀a, b∈F∀v, w ∈V [ϕ(av+ bw)= aϕ(v) + bϕ(w)].

Prosty dowód pozostawiamy jako ćwiczenie Czytelnikowi.

Przykład 1.2. Funkja ϕ:R2!R3 zdefiniowana wzorem
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Podobnie funkcja ϕ:C∞[a, b]!C∞[a, b] dana wzorem

ϕ(f)= f ′

jest przekształceniem liniowym; wybnika to wprost z twierdzeń analizy matematycznej warunku-
jących zachowanie pochodnych:

(f + g)′ = f ′+ g ′,

(a·f)′ = a·f ′,

dla f , g ∈C∞[a, b] oraz a∈R.
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Izomorfizmem nazywamy przekształcenie liniowe, które dodatkowo jest bijekcją, monomor-
fizmem przekształcenie, które jest różnowartościowe, zaś epimorfizmem – „na”. Dodatkowo
przekształcenia liniowe ϕ: V ! V nazywamy często endomorfizmami, zaś endomorfizmy, które
dodatkowo są izomorfizmami nazywamy automorfizmami.

Przeciwdziedzinę przekształcenia liniowego ϕ: V !W zwyczajowo nazywamy obrazem i ozna-
czamy Im ϕ:

Im ϕ= {w∈W | ∃v ∈V [w= ϕ(v)]}.

Wprost z definicji obrazu wynika, że ϕ jest endomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Im ϕ=W .
Odnotujmy następującą własność obrazów:

Uwaga 1.3. Niech ϕ:V !W będzie przekształceniem liniowym. Wówczas Im ϕ<W .

Dowód. Istotnie, ustalmy a, b∈F oraz w,w ′∈ Im ϕ. Niech v, v ′∈V będą takie, że ϕ(v)=w oraz
ϕ(v ′)=w ′. Wówczas:

aw+ bw ′= aϕ(v)+ bϕ(v ′)= ϕ(av+ bv ′)∈ Im ϕ !

Pojęciem dualnym do obrazu jest jądro przekształcenia liniowego, które oznaczamy przez Ker ϕ i
definiujemy jako przeciwobraz wektora zerowego:

Ker ϕ= {v ∈V | ϕ(v)= 0}.

Także i jądro jest podprzestrzenią:

Uwaga 1.4. Niech ϕ:V !W będzie przekształceniem liniowym. Wówczas Kerϕ<V .

Dowód. Ustalmy a, b∈F oraz v, v ′∈Ker ϕ. Wówczas ϕ(v)= " i ϕ(v ′)= ". Wobec tego:

ϕ(av+ bv ′)= aϕ(v) + bϕ(v ′)= a"+ b"= ",

a więc av+ bv ′∈Ker ϕ. !

Przykład 1.5. Obliczymy obraz i jądro przekształcenia liniowego ϕ:R2!R3 z Przykładu 1.2
danego wzorem
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Dzięki pojęciu jądra możemy w łatwy sposób charakteryzować monomorfizmy:

Stwierdzenie 1.6. Niech ϕ:V !W będzie przekształceniem liniowym. Wówczas ϕ jest monomor-
fizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker ϕ= {"}.

Dowód. Dla dowodu implikacji (⇒) załóżmy, że ϕ jest monomorfizmem. Oczywiście

ϕ(")= ϕ(0·") =0·ϕ(") = ",

a skoro ϕ jest monomorfizmem, a więc funkcją równowartościową, to jedynym wektorem odwzo-
rowywanym na " będzie ".

Na odwrót, dla dowodu przeciwnej implikacji (⇐) załóżmy, że Ker ϕ= {"}. Niech v, v ′∈V bedą
takimi wektorami, że ϕ(v) = ϕ(v ′). Wówczas

ϕ(v− v ′)= ϕ(v)− ϕ(v ′)= ",

a więc v− v ′∈Ker ϕ. Ale Ker ϕ= {"}, więc koniecznie v− v ′= ", czyli v= v ′. !

Przykład 1.7. Na podstawie przeprowadzonych w Przykładzie 1.5 obliczeń stwierdzamy, że prze-
kształcenie liniowe ϕ:R2!R3 z Przykładu 1.2 jest monomorfizmem.

Podobnie jak w przypadku funkcji możemy też dla przekształceń liniowych rozpatrywać teo-
riomnogościowe obrazy i przeciwobrazy zbiorów. Szczególnie interesujący jest tu przypadek, gdy
rozważamy obrazy lub przeciwobrazy podprzestrzeni poprzez przekształcenia liniowe:

Uwaga 1.8. Niech ϕ: V !W będzie przekształceniem liniowym, niech ponadto V ′ < V oraz
W ′<W . Wówczas ϕ(V ′)<W oraz ϕ−1(W ′)<V .

Prosty dowód zostawiamy Czytelnikowi jako ćwiczenie do samodzielnego wykonania.

Na zakończenie niniejszej części wykładu udowodnijmy jeszcze pożyteczny rezultat wiążący rozmiar
jądra odwzorowania liniowego z rozmiarem jego obrazu:

Stwierdzenie 1.9. Niech V , W będą przestrzeniami liniowymi nad ciałem F, niech ϕ: V !W
będzie przekształceniem liniowym, niech dimV <(. Wówczas

dimV = dimKer ϕ+dim Im ϕ.

Dowód. Niech dimV =n oraz dimKerϕ=k. Niech ponadto (v1,..., vk) będzie bazą podprzestrzeni
Ker ϕ. Uzupełnijmy tę bazę do bazy B= (v1, . . . , vk, u1, . . . , un−k) przestrzeni V . Pokażemy, że
C=(φ(u1), . . . , φ(un−k)) jest bazą podprzestrzeni Im ϕ.
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Ustalmy w ∈ Imϕ. Wówczas w= φ(v) dla pewnego v ∈ V . Niech v=
5

i=1
k ai vi+

5
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n−k bj uj dla

pewnych ai, bj ∈F . Wówczas

w= φ(v)=
6
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6

j=1

n−k

bjϕ(uj).

Ponieważ vi∈Ker ϕ, więc ϕ(vi)=0, a zatem w=
5

j=1
n−k bjϕ(uj) i tym samym każdy element Im ϕ

jest kombinacją liniową wektorów z C.

Pozostaje sprawdzić, że wektory te są liniowo niezależne. Niech
5
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n−k cj ϕ(uj) = 0 dla pewnych

skalarów cj ∈ F . Wobec liniowości, ϕ(
5

j=1
n−k cj uj) = 0, a zatem

5
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(v1, . . . , vk) jest bazą Kerϕ, istnieją skalary di takie, że
5
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k di vi, lub, równoważnie,5
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k (−di) vi +

5
j=1
n−k cj uj = 0. Ponieważ B jest bazą V , więc wszystkie współczynniki w tej

kombinacji liniowej muszą być równe zeru, w szczególności cj=0 dla wszystkich j, a więc C jest
liniowo niezależny. !

Przykład 1.10. W Przykładzie 1.5 stwierdziliśmy, że odwzorowanie ϕ:R2!R3 ma trywialne
jądro, a więc jest monomorfizmem. Wobec udowodnionego Stwierdzenia wystarcza to do zauwa-
żenia, że nie może być epimorfizmem, albowiem z równości dimV =dimKer ϕ+dim Im ϕ wynika,
że dim Im ϕ=2< 3= dimR3, a więc Im ϕ jest właściwą podprzestrzenią R3.
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