
2 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego. Podo-
bieństwo macierzy.

Ustalimy obecnie definitywny związek pomiędzy odwzorowaniami liniowymi przestrzeni skończenie-
wymiarowych a rachunkiem macierzy. Jak się okaże, każdemu takiemu przekształceniu odpowiada
pewna macierz, zaś dla każdej macierzy możemy wskazać odpowiadające jej przekształcenie linowe.
Dzięki temu będziemy w stanie użyć aparatu przekształceń liniowych do uzyskania szeregu inte-
resujących rezultatów dotyczących macierzy.

Niech V i W będą przestrzeniami wektorowymi nad ciałem F , niech ϕ:V !W będzie przekształ-
ceniem liniowym. Niech A= (v1, . . . , vn) będzie bazą przestrzeni V , zaś B = (w1, . . . , wm) bazą
przestrzeni W . Niech ponadto współrzędne wektorów ϕ(vi) w bazie B będą równe:

ϕ(v1) = a11w1+ a21w2+ . . .+ am1wm,

ϕ(v2) = a12w1+ a22w2+ . . .+ am2wm,

···
ϕ(vn) = a1nw1+ a2nw2+ . . .+ am1nwm.

Macierz A= [aij]i∈{1, . . . ,n},j∈{1, . . . ,n}∈Fnn:

A=

!

""""""#

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
··· ··· ·· · ···
an1 an2 · · · ann





nazywamy macierzą odwzorowania ϕ w bazach A i B.

Przykład 2.1. Obliczymy macierz odwzorowania ϕ:R2!R3 zdefiniowanego wzorem

ϕ

((
x
y

])
=

!

#
y
x

x+ y





w bazach
((
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]
,

(
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4

])
oraz ("1, "2, "3). Otrzymujemy:

ϕ

((
2
1
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=

!

#
1
2
3



=1·"1+2·"2+3·"3,

((
1
4
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=

!

#
4
1
5



=4·"1+1·"2+5·"3,

a zatem szukaną macierzą jest
!

#
1 4
2 1
3 5



.
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Zauważmy przy tym, że w przypadku, gdy bazą przeciwdziedziny rozważanego przekształcenia
liniowego jest baza kanoniczna ("1, "2, . . . , "n), macierz odwzorowania jest szczególnie łatwa do
zapiania: jej kolumnami są obrazy wektorów bazowych dziedziny.

Wprost z określenia macierzy przekształcenia otrzymujemy następujące stwierdzenie, dzięki któ-
remu przy użyciu macierzy odwzorowania możemy w łatwy sposób obliczać jego wartości:

Stwierdzenie 2.2. Niech V i W będą przestrzeniami wektorowymi nad ciałem F, niech ϕ:V !W
będzie przekształceniem liniowym. Niech A=(v1, . . . , vn) będzie bazą przestrzeni V, zaś B=(w1, . . . ,
wm) bazą przestrzeni W, niech A będzie macierzą ϕ w bazach A i B. Jeżeli współrzędne wektora
v ∈ V w bazie A równe są (x1, . . . , xn), zaś współrzędne wektora ϕ(v) ∈W w bazie B równe są
(y1, . . . , ym), to wówczas

!

""#
y1
···
ym



=A

!

""#
x1
···
xn



.

Przykład 2.3. Kontynuując Przykład 2.1 obliczmy wartość przekształcenia ϕ na wektorze
(
3
5

]
.

Zauważmy, że ponieważ
(
3
5

]
=1·

(
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1

]
+1·

(
1
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]
,

więc współrzędnymi wektora
(
3
5

]
w bazie A=

((
2
1

]
,

(
1
4

])
są

(
1
1

]

A
.

Wobec tego współrzędnymi wektora ϕ
((

3
5

])
zapisanymi w bazie E =("1, "2, "3) będą

!

#
1 4
2 1
3 5



·
(
1
1

]
=

!

#
5
3
8



.

Za pomocą macierzy odwzorowań liniowych możemy w łatwy sposób znajdować współrzędne

wektorów w jednej bazie dysponując ich współrzędnymi w innej bazie. Jeżeli bowiem

!

""#
a1
···
an





A

są

współrzędnymi wektora α ∈ V w bazie A przestrzeni V ,

!

""#
b1
···
bn





B

jego współrzędnymi w bazie B,

zaś C jest macierzą odwzorowania identycznościowego w bazach A i B, to wówczas

C·

!

""#
a1
···
an



=

!

""#
b1
···
bn



.

Macierz identyczności C w bazach A i B nazywamy często macierzą przejścia od bazy A do B.

6



Przykład 2.4. Rozważmy bazy A=


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!
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1
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



 oraz E = ("1, "2, "3) przestrzeni R3.

Ponieważ

1R3
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
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więc macierzą przejścia od bazy A do E będzie

C =

!

#
0 1 1
1 0 1
1 1 0



.

Przykładowo, wektor
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A

. Wobec tego jego

współrzędne w bazie E będą równe
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·

!
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.

Stwierdziliśmy, że każdemu odwzorowaniu liniowemu odpowiada macierz oraz, na odwrót, każda
macierz definiuje odwzorowanie liniowe. W istocie odpowiedniość między odwzorowaniami linio-
wymi i macierzami jest głębsza: niech bowiem V ,W będą przestrzeniami wektorowymi nad ciałem
F i niech ϕ, ψ: V !W będą przekształceniami liniowymi. Bez trudu sprawdzamy, że wówczas
funkcja ϕ+ ψ:V !W dana wzorem

(ϕ+ ψ)(v)= ϕ(v)+ ψ(v), dla v ∈V ,

również jest odwzorowaniem liniowym. Zobaczymy, że macierzą takiego odwzorowania w ustalo-
nych bazach A i B jest suma macierzy odwzorowań ϕ i ψ w takich samych bazach. Dokładniej,
mamy:

Stwierdzenie 2.5. Niech F będzie ciałem, niech V , W będą skończeniewymiarowymi przestrze-
niami liniowymi nad ciałem F, niech ϕ, ψ:V !W bedą przekształceniami liniowymi. Niech A i B
będą ustalonymi bazami przestrzeni V i W, odpowiednio, i niech A będzie macierzą ϕ w bazach A
i B, zaś B macierzą ψ w bazach A i B. Wówczas macierzą ϕ+ ψ w bazach A i B będzie A+B.

Dowód. Istotnie, niechA=(v1,...,vn) oraz B=(w1,...,wm) oraz niechA=[aij]i∈{1, . . . ,n},j∈{1, . . . ,m},
B= [bij]i∈{1, . . . ,n},j∈{1, . . . ,m}. Wówczas

(ϕ+ ψ)(v1) = ϕ(v1)+ ψ(v1) = (a11+ b11)w1+ · · ·+(a1m+ b1m)wm,
···

(ϕ+ ψ)(v1n) = ϕ(vn)+ ψ(vn) = (an1+ bn1)w1+ · · ·+(anm+ bnm)wm,

7



a więc macierzą ϕ+ ψ w bazach A i B jest [aij+ bij]i∈{1, . . . ,n},j∈{1, . . . ,m}. !

W podobny sposób dowodzimy następującego rezultatu:

Stwierdzenie 2.6. Niech F będzie ciałem, niech V ,W ,U będą skończeniewymiarowymi przestrze-
niami liniowymi nad ciałem F, niech ϕ:V !W oraz ψ:W!U bedą przekształceniami liniowymi.
Niech A, B i C będą ustalonymi bazami przestrzeni V,W i U, odpowiednio, i niech A będzie macierzą
ϕ w bazach A i B, zaś B macierzą ψ w bazach B i C. Wówczas macierzą ψ ◦ ϕ w bazach A i C
będzie B·A.

Niech F będzie ciałem, zaś A przestrzenią wektorową nad F . Przestrzeń tę nazwiemy F -algebrą,
jeżeli określimy w niej działanie mnożenia ·:A×A!A spełniające następujące warunki:

i. ∀x, y, z ∈A [(x+ y)·z=x·z+ y·z],

ii. ∀x, y, z ∈A [x·(y+ z)=x·y+x·z],

iii. ∀a, b∈F ∀x, y ∈A [(ax)·(by)= (ab)(x·y)].

Jeżeli działanie · jest łączne, to algebrę A nazywamy łączną, jeżeli zaś jest przemienne, to nazy-
wamy ją przemienną. Jeżeli ponadto istnieje w niej element neutralny 1A działania ·, to nazywamy
ją unitarną, zaś gdy każdy niezerowy element algebry unitarnej ma element odwrotny względem
działania ·, to A nazywamy algebrą z dzieleniem.

Przykład 2.7. Niech F będzie dowolnym ciałem i niech V będzie dowolną przestrzenią wektorową
nad ciałem F . Zbiór wszystkich endomorfizmów End(V ) przestrzeni V wyposażamy w działanie
dodawania „po współrzędnych” tak, jak zrobiliśmy to w akapicie otwierającym obecną dyskusję,
oraz w działanie składania przekształceń liniowych. Ponadto definiujemy działanie mnożenia endo-
morfizmów przez skalary zgodnie z następującą regułą: niech a ∈ F oraz ϕ ∈ End(V ), wówczas
a·ϕ∈End(V ) określony jest wzorem

(a·ϕ)(v)= a·ϕ(v), dla v ∈V .

Tym samym End(V ) jest wyposażony w strukturę przestrzeni liniowej nad ciałem F wraz z dodat-
kowym działaniem składania endomorfizmów, a więc jest F -algebrą. Bez trudu sprawdzamy, że
jest to F -algebra łączna i unitarna.

Podobnie, Fnn jest pierścieniem z jedynką, ma też strukturę przestrzeni wektorowej nad ciałem F .
Jest zatem F -algebrą łączną i unitarną.

Tak jak dla innych poznanych przez nas algebra, tak i dla F -algebr możemy zdefiniować homo-
morfizmy. Niech bowiem A i B będą dwiema F -algebrami. Ich homomorfizmem nazwiemy
przekształcenie liniowe !:A!B, które dodatkowo spełnia warunek

ϕ(v·w)= ϕ(v)·ϕ(w), dla v, w∈V .

Podobnie jak we wcześniej poznanych przypadkach, tak i tu homomorfizmy injektywne nazywamy
monomorfizmami, homomorfizmy surjektywne epimorfizmami, homomorfizmy bijektywne izo-
morfizmami itp. Bezpośrednio ze Stwierdzeń 2.5 i 2.6 dostajemy:

Stwierdzenie 2.8. Niech F będzie dowolnym ciałem, niech V będzie skończeniewymiarową prze-
strzenią wektorową nad F i niech n=dimV. Wówczas F-algebry End(V ) i Fnn są izomorficzne, zaś
izomorfizm ustanawia odwzorowanie !:End(V )!Fn

n dane wzorem

!(ϕ)=macierz ϕw ustalonej bazie A przestrzeni V .
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Stwierdzenie 2.6 pozwala nam w prosty sposób zbadać jak będzie zmieniała się macierz przekształ-
cenia liniowego przy zmianie bazy, nad którą jest określona.

Stwierdzenie 2.9. Niech V i W będą przestrzeniami wektorowymi nad ciałem F, niech ϕ: V !
W będzie przekształceniem liniowym. Niech A1 i A2 będą bazami przestrzeni V, B1 i B2 bazami
przestrzeniW, niech A będzie macierzą ϕ w bazach A1 i B1, zaś niech B będzie macierzą ϕ w bazach
A2 i B2. Niech ponadto C będzie macierzą przejścia od bazy A1 do A2, a D macierzą przejścia od
bazy B1 do B2:

(V ,A1) (W ,B1)

(V ,A2) (W ,B2)

C D D−1

A

B

Wówczas

A=D−1BC.

W przypadku, gdy ϕ: V ! V jest endomorfizmem jego macierz w bazach A i A (gdzie pierwsza
odnosi się do dziedziny, a druga – do przeciwdziedziny) nazywamy krótko macierzą ϕ w bazie A.
Powyższe twierdzenie upraszcza się wówczas następująco:

Wniosek 2.10. Niech V będzie przestrzenią wektorową, niech ϕ: V ! V będzie przekształceniem
liniowym. Niech A i B będą bazami przestrzeni V, niech A będzie macierzą ϕ w bazie A, zaś niech
B będzie macierzą ϕ w bazie B. Niech ponadto C będzie macierzą przejścia od bazy A do B:

(V ,A) (V ,A)

(V ,B) (V ,B)

C C C−1

A

B

Wówczas

A=C−1BC.

Dwie macierze kwadratowe nazywamy macierzami podobnymi, jeżeli są dwiema macierzami tego
samego endomorfizmu w różnych bazach. W świetle powyższego wniosku A,B∈Fnn będą podobne,
jeżeli istnieje nieosobliwa macierz C ∈Fnn taka, że

A=C−1BC.
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Jako proste ćwiczenie do samodzielnego wykonania pozostawimy Czytelnikowi następujące:

Stwierdzenie 2.11. Relacja podobieństwa macierzy jest równoważnością w zbiorze Fnn, gdzie F
jest dowolnym ciałem.
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