2 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego. Podo-
bienistwo macierzy.

Ustalimy obecnie definitywny zwiazek pomiedzy odwzorowaniami liniowymi przestrzeni skoriczenie-
wymiarowych a rachunkiem macierzy. Jak sie okaze, kazdemu takiemu przeksztalceniu odpowiada
pewna macierz, za$ dla kazdej macierzy mozemy wskazaé¢ odpowiadajace jej przeksztalcenie linowe.
Dzigki temu bedziemy w stanie uzy¢ aparatu przeksztalcen liniowych do uzyskania szeregu inte-
resujacych rezultatéow dotyczacych macierzy.

Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F', niech ¢:V — W bedzie przeksztal-
ceniem liniowym. Niech A = (vy,...,v,) bedzie baza przestrzeni V, za§ B = (ws,...,w,,) baza
przestrzeni W. Niech ponadto wspolrzedne wektorow (v;) w bazie B beda rowne:

p(v1) = anwi+aanws+ ...+ GpiWm,
©(v2) = a1aw1+ agowa+ ... + AW,
o(vn) = a1,w1+ a2pwa+ ...+ AminWm.

Macierz A=[aijlie(1,... .n},jef1,... ,n} € Fi:

ail ai2 -+ Qip
e
apl Ap2 *** Ann

nazywamy macierza odwzorowania ¢ w bazach A i B.

Przyktad 2.1. Obliczymy macierz odwzorowania ¢: R? — R? zdefiniowanego wzorem

=11+ 2€2+ 3¢3,

1
2
3
1 4
= 1 [=4¢e1+1e9+5¢3,
L) -

a zatem szukana macierzg jest

W N =
U=



Zauwazmy przy tym, ze w przypadku, gdy baza przeciwdziedziny rozwazanego przeksztalcenia
liniowego jest baza kanoniczna (e1, €9, ..., &,), macierz odwzorowania jest szczegdlnie tatwa do
zapiania: jej kolumnami sg obrazy wektoréw bazowych dziedziny.

Wprost z okreslenia macierzy przeksztalcenia otrzymujemy nastepujace stwierdzenie, dzieki kto-
remu przy uzyciu macierzy odwzorowania mozemy w tatwy sposéb obliczaé jego wartosci:

Stwierdzenie 2.2. Niech V i W bedq przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F, niech p:V —W
bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech A= (v1,...,v,) bedzie bazq przestrzeni V, za$ B= (wy,...,
wy,) bazq przestrzeni W, niech A bedzie macierzq ¢ w bazach A i B. Jezeli wspotrzedne wektora
v €V w bazie A rowne sq (x1,..., %), zas wspdlrzedne wektora p(v) € W w bazie B rowne sq
(y1,--+,Ym), to wowczas

Przyklad 2.3. Kontynuujac Przyklad 2.1 obliczmy wartos$é przeksztatcenia ¢ na wektorze [ g }

Zauwazmy, ze poniewaz

Wobec tego wspolrzednymi wektora @([ g } > zapisanymi w bazie £ = (£1, €2, 3) beda

W N =
[S2 0 SN

Za pomoca macierzy odwzorowan liniowych mozemy w latwy sposob znajdowaé wspolrzedne

a1
wektoréw w jednej bazie dysponujac ich wspolrzednymi w innej bazie. Jezeli bowiem | sa
by Qn A
wspolrzednymi wektora oo € V' w bazie A przestrzeni V, | jego wspdlrzednymi w bazie B,

bn, 5
za$ C jest macierza odwzorowania identycznosciowego w bazach A i B, to wowczas

ay by

Macierz identycznosci C' w bazach A i B nazywamy czesto macierza przejscia od bazy A do B.



Przyklad 2.4. Rozwazmy bazy A= 1101, 1 oraz € = (g1, €9, £3) przestrzeni R2.
1 1 0
Poniewaz
o o0
1IR3 1 = 1 :0'€1+1'62+ 1‘63,
L 1 - L 1 -
T 1T
1Rrs 0 = 0 |=1e14+0-e2+1:¢3,
L 1 - L 1 -
T 1T
1Rrs 1 = 1 |=1e1+1e9+40-¢3,
L 0 - L 0 -

wiec macierza przejscia od bazy A do £ bedzie

011
C=(101
110
1 0 1 1
Przyktadowo, wektor | 1 |=| 1 |+| 0 | ma w bazie A wspolrzedne | 1 | . Wobec tego jego
2 1 1 01,
wspolrzedne w bazie £ beda rowne
011 1 1
101 ([]1]|=|1
110 0 2

Stwierdzilismy, ze kazdemu odwzorowaniu liniowemu odpowiada macierz oraz, na odwrot, kazda
macierz definiuje odwzorowanie liniowe. W istocie odpowiednio$¢ miedzy odwzorowaniami linio-
wymi i macierzami jest glebsza: niech bowiem V', W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem
F i niech ¢, 9:V — W beda przeksztalceniami liniowymi. Bez trudu sprawdzamy, ze wowczas
funkcja ¢+ ¢: V — W dana wzorem

(p+¥)(v) =¢(v) +¢(v), dla veV,

rowniez jest odwzorowaniem liniowym. Zobaczymy, ze macierzg takiego odwzorowania w ustalo-
nych bazach A i B jest suma macierzy odwzorowan ¢ i ¢y w takich samych bazach. Doktadniej,
mamy:

Stwierdzenie 2.5. Niech F bedzie ciatem, niech V., W bedq skoriczeniewymiarowymsi przestrze-
niami liniowymi nad ciatem F, niech @, ¥:V — W bedq przeksztatceniami liniowymi. Niech A i B

bedq ustalonymi bazami przestrzeni V i W, odpowiednio, i niech A bedzie macierzq ¢ w bazach A
1 B, za$ B macierzq ¥ w bazach A i B. Wéwczas macierzqg ¢ + 1 w bazach A i B bedzie A+ B.

Dowdd. Istotnie, niech A= (vy,...,v,) oraz B= (wy,...,wr,) oraz niech A=[a;jlicq1,... ,n},je{1,...,m}>
B=1[bijlicq1,....n},jef1,...,m} Wowczas

(p+¢)(v1) = @(v1) +Y(v1) = (a1 +bi)wi+ -+ (a1m + bim)Wm,

(o + ) (vin) : ©(vn) + Y(vn) = (an1 + bpi)wi + - - + (Gnm + bpm) Wi,



a wigc macierza ¢+ w bazach A i B jest [ai; +bijlic1,... ,n},je(1,...,m}- O
W podobny sposéb dowodzimy nastepujacego rezultatu:

Stwierdzenie 2.6. Niech F bedzie ciatem, niech V., W U bedq skoniczeniewymiarowymi przestrze-
niami lintowymt nad ciatem F, niech ¢:V — W oraz 1v: W — U bedq przeksztatceniami liniowymi.
Niech A, B i C bedq ustalonymi bazami przestrzeni V, W i U, odpowiednio, i niech A bedzie macierzq
@ w bazach A i B, za§ B macierzq ¥ w bazach B i C. Wdwczas macierzq o ¢ w bazach A i C
bedzie B-A.

Niech F' bedzie cialem, zas A przestrzeniag wektorowa nad F'. Przestrzen te nazwiemy F-algebra,
jezeli okreslimy w niej dziatanie mnozenia -: A x A— A spelniajace nastepujace warunki:

i Vo,y,2€ A [(z+y)z=x2+y2],
. Vo,y,2€ A [z(y+2)=zy+az2z],
iil. Va,be FVz,ye A [(ax)-(by)=(ab)(z-y)].

Jezeli dzialanie - jest laczne, to algebre A nazywamy laczna, jezeli za$ jest przemienne, to nazy-
wamy ja przemiennag. Jezeli ponadto istnieje w niej element neutralny 14 dziatania -, to nazywamy
ja unitarna, za$ gdy kazdy niezerowy element algebry unitarnej ma element odwrotny wzgledem
dziatania -, to A nazywamy algebrag z dzieleniem.

Przyklad 2.7. Niech F bedzie dowolnym cialem i niech V' bedzie dowolng przestrzenia wektorowa
nad cialem F. Zbior wszystkich endomorfizméw End(V') przestrzeni V wyposazamy w dzialanie
dodawania ,po wspolrzednych” tak, jak zrobiliSmy to w akapicie otwierajacym obecna dyskusje,
oraz w dzialanie sktadania przeksztatcen liniowych. Ponadto definiujemy dzialanie mnozenia endo-
morfizméw przez skalary zgodnie z nastepujaca reguta: niech a € F oraz ¢ € End(V), wowczas
a-p € End(V) okreslony jest wzorem

(a-p)(v)=a-p(v), dlaveV.

Tym samym End(V) jest wyposazony w strukture przestrzeni liniowej nad cialem F wraz z dodat-
kowym dziataniem skladania endomorfizmoéw, a wiec jest F-algebra. Bez trudu sprawdzamy, ze
jest to F-algebra laczna i unitarna.

Podobnie, F}} jest pierscieniem z jedynka, ma tez strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem F.
Jest zatem F-algebra taczna i unitarna.

Tak jak dla innych poznanych przez nas algebra, tak i dla F-algebr mozemy zdefiniowa¢ homo-
morfizmy. Niech bowiem A i B beda dwiema F-algebrami. Ich homomorfizmem nazwiemy
przeksztalcenie liniowe ®: A — B, ktore dodatkowo spelnia warunek

pvw)=p)pw), dav,weV.
Podobnie jak we wczesniej poznanych przypadkach, tak i tu homomorfizmy injektywne nazywamy

monomorfizmami, homomorfizmy surjektywne epimorfizmami, homomorfizmy bijektywne izo-
morfizmami itp. Bezposrednio ze Stwierdzen 2.5 i1 2.6 dostajemy:

Stwierdzenie 2.8. Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech V bedzie skoriczeniewymiarowq prze-
strzeniq wektorowq nad F' i niech n=dimV. Wowczas F-algebry End(V') i F}} sq izomorficzne, zas
izomorfizm ustanawia odwzorowanie ®: End(V)— F} dane wzorem

@ () = macierz ¢ w ustalonej bazie A przestrzeni V.



Stwierdzenie 2.6 pozwala nam w prosty sposéb zbadaé jak bedzie zmieniala sie macierz przeksztal-
cenia liniowego przy zmianie bazy, nad ktora jest okreslona.

Stwierdzenie 2.9. Niech V i W bedq przestrzeniami wektorowymsi nad ciatem F, niech ©:V —
W bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech Ay i As bedq bazami przestrzeni V, By i By bazami
przestrzeni W, niech A bedzie macierzq ¢ w bazach Ay i By, za$ niech B bedzie macierzq ¢ w bazach
As i Ba. Niech ponadto C bedzie macierzq przejscia od bazy Ay do As, a D macierzq przejscia od
bazy By do Ba:

(V, Ay) ———— (W, o)
B

I
I
I
I
[
I
[
I
N2

(V, A) ————— (W, By)

Wowczas

A=D"1BC.

W przypadku, gdy ¢: V — V jest endomorfizmem jego macierz w bazach A i A (gdzie pierwsza
odnosi sie do dziedziny, a druga — do przeciwdziedziny) nazywamy krotko macierza ¢ w bazie A.
Powyzsze twierdzenie upraszcza sie wowczas nastepujaco:

Whiosek 2.10. Niech V bedzie przestrzenig wektorowq, niech ¢:V — V bedzie przeksztatceniem
lintowym. Niech A i B bedq bazami przestrzeni V, niech A bedzie macierzq ¢ w bazie A, za$ niech
B bedzie macierzg ¢ w bazie B. Niech ponadto C bedzie macierzq przejscia od bazy A do B:

vV,B) —— > (V,B)
B

[

I

[

I

I

I

I

I
N2

(V,A) % (V,A)

Wowczas

A=C"'BC.

Dwie macierze kwadratowe nazywamy macierzami podobnymi, jezeli sa dwiema macierzami tego
samego endomorfizmu w réznych bazach. W swietle powyzszego wniosku A, B € F}} beda podobne,
jezeli istnieje nieosobliwa macierz C € F}; taka, ze

A=C"'BC.



Jako proste ¢wiczenie do samodzielnego wykonania pozostawimy Czytelnikowi nastepujace:

Stwierdzenie 2.11. Relacja podobieristwa macierzy jest rownowazno$ciq w zbiorze Fy}, gdzie F'
jest dowolnym ciatem.
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