
3 Wartości i wektory własne. Wielomian charakterystyczny
endomorfizmu. Diagonalizacja.

Z punktu widzenia zastosowań rachunku macierzowego szczególnie pożądana jest sytuacja, gdy
w klasie równoważności relacji podobieństwa pewnej macierzy możemy wskazać macierz o szcze-
gólnej postaci. W toku naszych dalszych rozważań zajmiemy się jednym z takich przypadków, a
mianowicie gdy do danej macierzy będziemy mogli skonstruować diagonalną macierz podobną,
to znaczy macierz A= [aij]i,j∈{1, . . . ,n}!Fnn, której jedyne różne od zera współczynniki są postaci
aii, i! {1, . . . , n}, a więc położone są na głównej przekątnej (diagonali) macierzy A.

Niech F będzie dowolnym ciałem, V skończeniewymiarową przestrzenią wektorową, zaś ϕ:V →V
endomorfizmem tej przestrzeni. Powiemy, że v !V jest wektorem własnym endomorfizmu ϕ o
odpowiadającej mu wartości własnej a!F , jeżeli

ϕ(v)= a·v.

Przykład 3.1. Rozważmy odwzorowanie ϕ:R2→R2 dane wzorem

ϕ

!"
x
y

#)
=
"

x
−y

#
.

Zauważmy, że ϕ jest symetrią płaszczyzny R2 względem osi Ox: istotnie, dowolny wektor położony
na osi Ox zostanie przekształcony na siebie samego, zaś dowolny wektor spoza niej na swoje
lustrzane odbicie względem Ox. Tym samym wektorem własnym odwzorowania ϕ będzie "1, a
odpowiadającąmu wartością własną 1 oraz wektor "2, dla którego odpowiadającą wartością własną
będzie −1. Faktycznie, prostym rachunkiem sprawdzamy, że

ϕ("1) =1·"1 oraz ϕ("2)= (−1)·"2.

Pojęcie wektora własnego i wartości własnej możemy przenieść na macierze: wektor v !V będzie
wektorem własnym macierzy A, jeżeli będzie wektorem własnym endomorfizmu, który w bazie
kanonicznej E ma macierz A, zaś skalar a!F będzie wartością własną macierzy A, jeżeli będzie
wartością własną odpowiadającego jej endomorfizmu.

Znajdowanie wektorów własnych przy znanych wartościach własnych sprowadza się do rozwiązy-
wania układów równań. Z kolei do wyznaczania wartości własnych pomocne okazuje się narzędzie
zwane wielomianem charakterystycznym endomorfizmu, które teraz poznamy. Niech zatem
V będzie n−wymiarową przestrzenią wektorową nad ciałem F i niech ϕ: V → V będzie jej endo-
morfizmem, zaś A macierzą ϕ w bazie kanonicznej E . Wielomian charakterystyczny endomorfizmu
ϕ definiujemy jako

χϕ(x) =det(A−x·In).

W oczywisty sposób możemy też zdefiniować tożsame pojecie wielomianu charakterystycznego χA
macierzy A.

Przykład 3.2. Powiedzmy, że endomorfizm ϕ:R2→R2 ma w bazie kanonicznej macierz

"
1 2
3 4

#
.
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Jego wielomianem charakterystycznym będzie

χϕ(x) = det(A−x·I2)

= det
!"

1 2
3 4

#
−x
"
1 0
0 1

#)

= det
"
1−x 2
3 4−x

#

= (1−x)(4−x)− 2·3
= x2− 5x− 2.

Podstawową metodę znajdowania wartości własnych endomorfizmu opisuje następujący rezultat:

Twierdzenie 3.3. Niech F będzie dowolnym ciałem, V przestrzenią wektorową nad ciałem F,
dimV =n, niech ϕ!End(V ). Wówczas pierwiastki wielomianu charakterystycznego χϕ są warto-
ściami własnymi endomorfizmu ϕ.

Dowód. Oznaczmy przez A macierz ϕ w bazie E i niech a!F będzie pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego χϕ, a zatem niech

det(A− a·In) =0.

Wobec tego jednorodny układ równań, którego macierzą jest A− a·In, ma niezerowe rozwiązanie.
Innymi słowy, istnieje niezerowy wektor v !V taki, że

(A− a·In)v= θ,

lub, równoważnie

Av= a·v,

a zatem v ! V jest wektorem własnym endomorfizmu ϕ!End(V ) o odpowiadającej mu wartości
własnej a!F . !

Przykład 3.4. Kontynuując Przykład 3.2 wyznaczymy wartości i wektory własne macierzy"
1 2
3 4

#
. Jej wielomianem charakterystycznym jest χA(x)=x2−5x−2. Obliczamy jego wyróżnik:

!=52− 4·(−2)= 33,

a więc !
√

= 3
√
· 11
√

i tym samym

a1=
5− 3

√
· 11
√

2
oraz a2=

5+ 3
√
· 11
√

2
.

Znalezienie wektora własnego odpowiadającego wartości a1 polega na rozwiązaniu układu równań

"
1 2
3 4

#
·
"
x
y

#
= 5− 3

√
· 11
√

2

"
x
y

#
,

lub, równoważnie:
!"

1 2
3 4

#
− 5− 3

√
· 11
√

2

"
1 0
0 1

#)"
x
y

#
=
"
0
0

#

czyli




−3+ 3
√
· 11
√

2
2

3 3+ 3
√
· 11
√

2

(



"
x
y

#
=
"
0
0

#
.
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Ponieważ a1 jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, a więc wyznacznik macierzy
powyższego układu równy jest zeru, zatem jej wiersze są liniowo zależne i, w szczególności, jeden
z nich może być wykreślony bez wpływu na zbiór rozwiązań. Wobec tego

−3+ 3
√
· 11
√

2
x+2y=0,

skąd

"
x
y

#
=




1

3− 3
√
· 11
√

4

(

x

i wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej a1=
5− 3

√
· 11
√

2
jest każdy wektor z pod-

przestrzeni lin

([
1

3− 3
√
· 11
√

4

])
, na przykład

[
4

3− 3
√
· 11
√

]
. W podobny sposób sprawdzamy,

że wektorem własnym odpowiadającym wartości własnej a2=
5+ 3

√
· 11
√

2
jest każdy wektor z pod-

przestrzeni lin

([
1

3+ 3
√
· 11
√

4

])
, na przykład

[
4

3+ 3
√
· 11
√

]
.

Zobaczymy teraz, jak dzięki wartościom i wektorom własnym będziemy mogli w określonych
warunkach wyznaczać macierze diagonalne podobne do danych. Rozpocznijmy od następującej
obserwacji:

Stwierdzenie 3.5. Wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym są liniowo nie-
zależne.

Dowód. Istotnie, niech F będzie dowolnym ciałem, A ! Fnn ustaloną macierzą i niech a1, . . . ,
am!F będą parami różnymi wartościami własnymi tej macierzy wraz z wektorami własnymi v1,...,
vm!F n, odpowiednio. Przypuśćmy, że wektory te są liniowo zależne i niech k będzie najwiekszą
liczbą k!N taką, że wektory v1,..., vk są liniowo niezależne. Wówczas v1,..., vk, vk+1 są już liniowo
zależne, a zatem jeden z nich jest kombinacją liniową pozostałych – zmieniając ewentualnie notację
możemy założyć, że

vk+1=x1v1+ · · ·+xkvk,

dla pewnych x1, . . . , xk!F nie wszystkich równych 0. Wobec tego

Avk+1 = A(x1v1+ · · ·+xkvk)
= x1Av1+ · · ·+xkAvk
= x1a1v1+ · · ·+xkakvk.

Z drugiej strony

Avk+1 = ak+1vk+1
= ak+1(x1v1+ · · ·+xkvk)
= x1ak+1v1+ · · ·+xkak+1vk,

skąd

x1(a1− ak+1)v1+ · · ·+xk(ak− ak+1)vk= θ.
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Ponieważ v1, . . . , vk są liniowo niezależne, więc x1(a1− ak+1) = · · · = xk(ak − ak+1) = 0, a skoro
przynajmniej jeden ze skalarów x1, . . . , xk jest niezerowy – powiedzmy, że xj – to aj= ak+1. Ale
wartości własne a1, . . . , am są parami różne, więc jest to niemożliwe. !

W szczególności, w świetle powyższego Stwierdzenia, jeżeli dana macierz A ! Fnn endomorfizmu
ϕ!End(F n) będzie miała n różnych wartości własnych, to będą one tworzyły bazę przestrzeni F n.
Okazuje się, że bazy złożone z wektorów własnych mają pewną interesującą własność:

Stwierdzenie 3.6. Macierz endomorfizmu skończeniewymiarowej przestrzeni wektorowej w bazie
złożonej z jego wektorów własnych jest diagonalna, a jej niezerowymi współczynnikami są wartości
własne odpowiadające kolejnym bazowym wektorom własnym.

Dowód. Niech F będzie dowolnym ciałem, V przestrzenią wektorową nad F , ϕ!End(V ) i niech
A=(v1, . . . , vn) będzie bazą przestrzeni V złożoną z wektorów własnych ϕ. Powiedzmy, że a1, . . . ,
an! F są wartościami własnymi odpowiadającymi wektorom v1, . . . , vn! V . Celem wyznaczenia
macierzy D endomorfizmu ϕ w bazie A obliczamy:

ϕ(v1) = a1v1
ϕ(v2) = a2v2

··· ·· ·
ϕ(vn) = anvn,

a zatem

D=





a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
··· ··· ·· · ···
0 0 . . . an

(

.

!

Tym samym, jeżeli istnieje baza przestrzeni F n złożona z wektorów własnych macierzy A ! Fnn,
otrzymujemy praktyczny sposób znajdowania macierzy podobnej do A, która jest diagonalna:
istotnie, rozważamy A jako macierz pewnego endomorfizmu ϕ !End(F n) w bazie kanonicznej i
wyznaczamy macierz D tego endomorfizmu w bazie A złożonej z wektorów własnych ϕ. Macierz ta
jest diagonalna i pomiędzy nią a macierzą A zachodzi związek A=CDC−1, gdzie C jest macierzą
przejścia od bazy A do bazy kanonicznej E . Opisany proces nazywamy diagonalizacją macierzy
A, a otrzymaną w ten sposób macierz D postacią diagonalną macierzy A.

Przykład 3.7. Kontynuując Przykład 3.4 przeprowadzimy obecnie diagonalizację macierzy

A=
"
1 2
3 4

#
!R2

2.

Stwierdziliśmy już, że wartościami własnymi tej macierzy są a1=
5− 3

√
· 11
√

2
oraz a2=

5+ 3
√
· 11
√

2
,

zaś odpowiadają im wektory własne v1=

[
4

3− 3
√
· 11
√

]
i v2=

[
4

3+ 3
√
· 11
√

]
. Bez trudu stwier-

dzamy, że wektory te są liniowo niezależne, a zatem tworzą bazę A przestrzeni R2. Zgodnie ze
Stwierdzeniem 3.6, jeżeli A potraktujemy jako macierz pewnego endomorfizmu ϕ ! End(R2), to
jego macierzą w bazie A będzie

D=





5− 3
√
· 11
√

2
0

0 5+ 3
√
· 11
√

2

(

,
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zaśmiędzy macierzami A iD zachodzić będzie związek A=CDC−1, gdzie C jest macierzą przejścia
od A do E , a zatem jest to macierz

C =

[
4 4

3− 3
√
· 11
√

3+ 3
√
· 11
√

]

.

Przykład 3.8. Umiejętność sprowadzania macierzy do postaci diagonalnej ma praktyczne zasto-
sowanie na przykład w potęgowaniu macierzy. Przy użyciu prostej indukcji matematycznej bez
trudu zauważamy, że jeżeli D !Fnn jest macierzą diagonalną:

D=





d1 0 · · · 0
0 d2 · · · 0
··· ··· ·· · ···
0 0 · · · dn

(

,

to wówczas

Dm=





d1
m 0 · · · 0
0 d2

m · · · 0
··· ··· ·· · ···
0 0 · · · dn

m

(

.

Jeżeli terazD jest postacią diagonalną pewnej macierzy A!Fnn, a zatem istnieje macierz C!GL(n,
F ) taka, że A=CDC−1, to:

Am=(CDC−1)m=CDC−1·CDC−1·. . .·CDC−1︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸︸ ︸012222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222 2
m

=CDmC−1.

Przykładowo, kontynuując Przykład 3.7 otrzymujemy:

!
1 2
3 4

"m
=

#
4 4

3− 33
√

3+ 33
√

]
·





5− 33
√

2
0

0
5+ 33

√

2





m

·
#

4 4
3− 33

√
3+ 33

√
]−1

=

#
4 4

3− 33
√

3+ 33
√

]




(
5− 33

√

2

)m
0

0

(
5+ 33

√

2

)m




1

8 33
√

#
3+ 33

√
−4

−3+ 33
√

4

]

=





4

(
5− 33

√

2

)m
4

(
5+ 33

√

2

)m

(3− 33
√

)

(
5− 33

√

2

)m
(3+ 33

√
)

(
5+ 33

√

2

)m




1

8 33
√

#
3+ 33

√
−4

−3+ 33
√

4

]

=





(11+ 33
√

)
22

(
5− 33

√

2

)m
+
(11− 33

√
)

22

(
5+ 33

√

2

)m −2 33
√

33

(
5− 33

√

2

)m
+
2 33
√

33

(
5+ 33

√

2

)m

− 33
√

11

(
5− 33

√

2

)m
+

33
√

11

(
5+ 33

√

2

)m (11− 33
√

)
22

(
5− 33

√

2

)m
+
(11+ 33

√
)

22

(
5+ 33

√

2

)m





Przykład 3.9. Pierwszy przykład zastosowań poznanych technik obliczania potęg macierzy znaj-
dujemy wśród metod rozwiązywania układów liniowych równań różniczkowych. Jak wiadomo,
pochodną funkcji y(x) = ex jest y ′(x) = ex, a więc rozwiązaniem równania różniczkowego y ′= y
jest funkcja y(x) = ex, czy, ogólniej, rozwiązaniem równania y ′= a·y jest rodzina funkcji y(x) =
eaxC, gdzie a!R, zaś C !R jest pewnym parametrem. Rozważmy teraz układ liniowych równań
różniczkowych postaci:

3
4444445

4444446

y1
′ = a11y1+ · · ·+ a1nyn
y2
′ = a21y1+ · · ·+ a2nyn
···

yn
′ = an1y1+ · · ·+ annyn.
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Możemy go zapisać w postaci macierzowej jako

y ′% =A·y% , (3.1)

gdzie A= [aij]i,j∈{1, . . . ,n} !Rn
n, zaś y% = [y1, . . . , yn]T i różniczkowanie macierzy przeprowadzamy

„po współrzędnych”, a zatem w szczególności y% ′= [y1′, . . . , yn′ ]. Bazując na analogii z równaniem
y ′= a·y domyślamy się, że rozwiązaniem równania (3.1) będzie rodzina

y% = eAxc% ,

stajemy zatem wobec konieczności zdefiniowania macierzowej funkcji wykładniczej. Funkcja y(x)=
eax rozwija się w szereg potęgowy

eax=1+ ax+ a2x2

2!
+ a3x3

3!
+ a4x4

4!
+ · · ·,

zdefiniujmy więc

eAx= In+Ax+ A2x2

2!
+ A3x3

3!
+ A4x4

4!
+ · · ·

Bezpośrednim rachunkiem sprawdzamy, że:

(eAx)′ = A·In+
2A2x
2!

+ 3A3x2

3!
+ 4A4x3

4!
+ · · ·

= A

!
In+Ax+ A2x2

2!
+ A3x3

3!
+ · · ·

)
=A·eAx

a więc rozwiązaniem równania (3.1) będzie każda funkcja macierzowa postaci eAxc%, można też
udowodnić, że każde rozwiązanie równania (3.1) jest takiej postaci.

Przykładowo, rozwiążmy układ równań różniczkowych

7
y1
′ = y1+2y2
y2
′ = 2y1+ y2

i wyznaczmy rozwiązanie szczególne takie, że y1(0)=4 oraz y2(0)=2. Układ ten możemy zapisać
w postaci y% ′=A·y% , gdzie

A=
"
1 2
2 1

#

i zgodnie z powyższą dyskusją jego rozwiązanie ogólne będzie postaci y% = c%·eAx, czyli

"
y1
y2

#
=
"
c1
c2

#!
In+A·x% + A2·x% 2

2!
+ A3·x% 3

3!
+ A4·x% 4

4!
+ · · ·

)
.

Sprawdzamy, że wartościami własnymi macierzy A są 3 oraz −1, zaś odpowiadającymi im wekto-
rami własnymi

"
1
1

#
oraz

"
1
−1

#
.

Tym samym
"
1 2
2 1

#
=
"
1 1
1 −1

#"
3 0
0 −1

#"
1 1
1 −1

#−1
,
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a więc
"
1 2
2 1

#n
=
"
1 1
1 −1

#"
3n 0
0 (−1)n

#"
1 1
1 −1

#−1
,

skąd otrzymujemy:
!
y1
y2

"
=
∑

n=0

∞ (!
1 1
1 −1

"!
3n 0
0 (−1)n

"!
1 1
1 −1

"−1)
xn
!
c1
c2

"

=

!
1 1
1 −1

"(∑

n=0

∞ !
(3x)n 0
0 (−x)n

")!
1 1
1 −1

"−1! c1
c2

"

=

!
1 1
1 −1

"





∑

n=0

∞
(3x)n 0

0
∑

n=0

∞
(−x)n





!
1 1
1 −1

"−1! c1
c2

"
=

!
1 1
1 −1

"#
e3x 0
0 e−x

]!
1 1
1 −1

"−1! c1
c2

"

=





e3x+ e−x

2
e3x− e−x

2
e3x− e−x

2
e3x+ e−x

2





!
c1
c2

"
=




c1
e3x+ e−x

2
+ c2

e3x− e−x
2

c1
e3x− e−x

2
+ c2

e3x+ e−x

2





Chcąc wyznaczyć szczególne rozwiązania, dla których y1(0)=4 oraz y2(0)=2 rozwiązujemy układ

3
44445

44446

c1
e3·0+ e−0

2
+ c2

e3·0− e−0
2

= 4

c1
e3·0− e−0

2
+ c2

e3·0+ e−0

2
= 2

skąd otrzymujemy c1=4 oraz c2=2. Stąd ostatecznie

y1(x) = 3e3x+ e−x,

y2(x) = 3e3x− e−x.

Przykład 3.10. Drugim przykładem zastosowań poznanych technik będzie wyznaczanie anali-
tycznych wzorów na n− ty wyraz ciągu zdefiniowanego rekurencyjnie. Skupmy się na konkretnym
przykładzie ciągu Fibonacciego zdefiniowanego warunkami:

f0=1, f1=1, fn= fn−1+ fn−2 dla n" 2.

Zauważmy, że powyższe zależności możemy zapisać przy użyciu notacji macierzowej:

"
fn
fn−1

#
=
"
1 1
1 0

#
·
"
fn−1
fn−2

#
dla n" 2 oraz

"
f1
f0

#
=
"
1
1

#
,

skąd przy pomocy prostej indukcji otrzymujemy:

"
fn
fn−1

#
=
"
1 1
1 0

#
n−1" 1

1

#
dla n" 2 oraz

"
f1
f0

#
=
"
1
1

#
.

Sprawdzamy, że wartościami własnymi macierzy
"
1 1
1 0

#
są 1- 5

√

2 oraz 1+ 5
√

2 , zaś odpowiadającymi

im wektorami własnymi:
[
1− 5

√

2

]

oraz

[
1+ 5

√

2

]

.
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Tym samym

"
1 1
1 0

#
n−1

=

[
1− 5

√
1+ 5

√

2 2

]




1− 5
√

2
0

0 1+ 5
√

2

(



n−1[
1− 5

√
1+ 5

√

2 2

]−1

= − 1
4 5
√
[
1− 5

√
1+ 5

√

2 2

]




!
1− 5

√

2

)
n−1

0

0
!
1+ 5

√

2

)
n−1

(



[
2 −1− 5

√

−2 1− 5
√

]

= − 1
4 5
√
[
1− 5

√
1+ 5

√

2 2

]




2
!
1− 5

√

2

)
n−1

−
!
1− 5

√

2

)
n−1

(1+ 5
√

)

−2
!
1+ 5

√

2

)
n−1 !

1+ 5
√

2

)
n−1

(1− 5
√

)

(



= − 1
4 5
√





4
!
1− 5

√

2

)n
− 4
!
1+ 5

√

2

)n
4
!
1− 5

√

2

)
n−1

− 4
!
1+ 5

√

2

)
n−1

4
!
1− 5

√

2

)
n−1

− 4
!
1+ 5

√

2

)
n−1

4
!
1− 5

√

2

)
n−2

− 4
!
1+ 5

√

2

)
n−2

(

,

skąd

fn = − 1
4 5
√
"
4
!
1− 5

√

2

)n
− 4
!
1+ 5

√

2

)n
+4
!
1− 5

√

2

)
n−1

− 4
!
1+ 5

√

2

)
n−1#

= 1
5

√
"!

1+ 5
√

2

)
n−1! 3+ 5

√

2

)
−
!
1− 5

√

2

)
n−1! 3− 5

√

2

)#

= 1
5

√
"!

1+ 5
√

2

)
n−1! 1+ 5

√

2

)
2

−
!
1− 5

√

2

)
n−1! 1− 5

√

2

)
2
#

= 1
5

√
"!

1+ 5
√

2

)
n+1

−
!
1− 5

√

2

)
n+1

#
.

Otrzymana w ten sposób formuła nosi nazwę wzoru Bineta.
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