3 Wartosci i wektory wlasne. Wielomian charakterystyczny
endomorfizmu. Diagonalizacja.

7 punktu widzenia zastosowan rachunku macierzowego szczegdlnie pozadana jest sytuacja, gdy
w klasie rownowaznosci relacji podobieristwa pewnej macierzy mozemy wskazaé¢ macierz o szcze-
gblnej postaci. W toku naszych dalszych rozwazan zajmiemy sie jednym z takich przypadkow, a
mianowicie gdy do danej macierzy bedziemy mogli skonstruowaé¢ diagonalng macierz podobna,
to znaczy macierz A= [a;;]; jeq1,...,n} € F), ktorej jedyne rozne od zera wspoétezynniki sg postaci
aii, 1 €{1,...,n}, a wiec polozone sa na gtéwnej przekatnej (diagonali) macierzy A.

Niech F' bedzie dowolnym ciatem, V' skonczeniewymiarowa przestrzenia wektorowa, zas p: V —V
endomorfizmem tej przestrzeni. Powiemy, ze v € V jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ o
odpowiadajacej mu wartosci wlasnej a € F', jezeli

o(v) =a-wv.

Przyklad 3.1. Rozwazmy odwzorowanie ¢: R? — R? dane wzorem

AL D-L%)

Zauwazmy, ze ¢ jest symetria plaszczyzny R? wzgledem osi Ox: istotnie, dowolny wektor potozony
na osi Oz zostanie przeksztalcony na siebie samego, za§ dowolny wektor spoza niej na swoje
lustrzane odbicie wzgledem Oz. Tym samym wektorem wlasnym odwzorowania ¢ bedzie €1, a
odpowiadajacag mu wartoscia wtasng 1 oraz wektor €3, dla ktorego odpowiadajaca wartoscig wlasna
bedzie —1. Faktycznie, prostym rachunkiem sprawdzamy, ze

p(e1) =1-e1 oraz p(eg) =(—1)-2.

Pojecie wektora wtasnego i wartosci wlasnej mozemy przenie$é na macierze: wektor v € V' bedzie
wektorem wlasnym macierzy A, jezeli bedzie wektorem wtasnym endomorfizmu, ktory w bazie
kanonicznej £ ma macierz A, za$ skalar a € F' bedzie wartoscia wlasna macierzy A, jezeli bedzie
wartoscig wlasng odpowiadajacego jej endomorfizmu.

Znajdowanie wektoréw wlasnych przy znanych warto$ciach wtasnych sprowadza sie do rozwiazy-
wania ukladow réwnan. Z kolei do wyznaczania warto$ci wtasnych pomocne okazuje sie narzedzie
zwane wielomianem charakterystycznym endomorfizmu, ktoére teraz poznamy. Niech zatem
V bedzie n — wymiarowa przestrzeniag wektorows nad ciatem F' i niech ¢:V — V bedzie jej endo-
morfizmem, za$ A macierza ¢ w bazie kanonicznej £. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu
o definiujemy jako

Xo(z) =det(A —z-1,,).

W oczywisty sposoéb mozemy tez zdefiniowaé tozsame pojecie wielomianu charakterystycznego xa
macierzy A.

Przyklad 3.2. Powiedzmy, ze endomorfizm ¢:R? — R? ma w bazie kanonicznej macierz

23]
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Jego wielomianem charakterystycznym bedzie

Xo(z) = det(A—a-Io)

-3 i)

. 1—-2 2

- det[ 3 4—95}
= (1-2z)4—2)—23
= 22 -52—2.

Podstawowa metode znajdowania wartosci wlasnych endomorfizmu opisuje nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.3. Niech F' bedzie dowolnym cialem, V przestrzeniq wektorowq nad ciatem F,
dimV =n, niech ¢ € End(V). Wowczas pierwiastki wielomianu charakterystycznego x, sq warto-
Sciami wtasnymi endomorfizmu .

Dowod. Oznaczmy przez A macierz ¢ w bazie £ i niech a € F' bedzie pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego X, a zatem niech

det(A —a-1,) =0.

Wobec tego jednorodny ukltad réwnan, ktérego macierza jest A — a-I,, ma niezerowe rozwiazanie.
Innymi stowy, istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze

(A-al)v=0,
lub, réwnowaznie
Av=aw,

a zatem v € V jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ € End(V') o odpowiadajacej mu wartosci
wlasnej a € F'. O

Przyklad 3.4. Kontynuujac Przyklad 3.2 wyznaczymy wartosci i wektory wlasne macierzy
{ ;) Z ] Jej wielomianem charakterystycznym jest ya(x)=z2— 5z — 2. Obliczamy jego wyrdznik:
A =5%—4.(-2)=33,

a wiec VA =+/3-/11 i tym samym

5— /31T
al:T

oraz a

_ 5+4/3/11
Q=
2

Znalezienie wektora wlasnego odpowiadajacego wartosci a; polega na rozwiazaniu uktadu rownan

HIHEEH

3 4 2 Y

(ER1 e e ERY) MR KD

34311
i 3+\/z§-\/ﬁ {Z]:{g}

lub, réwnowaznie:

czyli
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Poniewaz a; jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, a wiec wyznacznik macierzy
powyzszego ukladu rowny jest zeru, zatem jej wiersze sg liniowo zalezne i, w szczeg6lnosci, jeden
z nich moze by¢ wykreslony bez wplywu na zbiér rozwiagzan. Wobec tego

SBHVIVIT o
2 b

st

i wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej a; =

. _
przestrzeni hn( 3_ \/jm ), na przyktad [ 5_ \/é\/ﬁ } W podobny sposéb sprawdzamy,

% jest kazdy wektor z pod-

ze wektorem wlasnym odpowiadajacym wartos$ci wlasnej as = w
1

przestrzeni lin< 3+\/f.\/ﬁ >7 na przyktad [ 3+\/é§,\/ﬁ ]

jest kazdy wektor z pod-

Zobaczymy teraz, jak dzieki wartosciom i wektorom wiltasnym bedziemy mogli w okreslonych
warunkach wyznacza¢ macierze diagonalne podobne do danych. Rozpocznijmy od nastepujacej
obserwacji:

Stwierdzenie 3.5. Wektory wlasne odpowiadajgce rdznym wartosciom wtasnym sq liniowo nie-
zalezne.

Dowod. Istotnie, niech F' bedzie dowolnym cialem, A € F}} ustalong macierzg i niech aq, ...,
am € F beda parami roznymi wartosciami wlasnymi tej macierzy wraz z wektorami wtasnymi vy,...,
Um € F", odpowiednio. Przypusémy, ze wektory te sa liniowo zalezne i niech k bedzie najwieksza
liczba k € N taka, ze wektory vy,..., v sa liniowo niezalezne. Wowczas vy, ..., U, V41 Sa juz liniowo
zalezne, a zatem jeden z nich jest kombinacja liniowa pozostalych — zmieniajac ewentualnie notacje
mozemy zalozy¢, ze

Vg1 =2T101+ « - + TgUk,

dla pewnych z1, ...,z € F nie wszystkich rownych 0. Wobec tego

Avisr = Almwo+ -+ +zpok)
z1Avi+ -+ zpAvg

= 210101+ - - + TEQEVk.

Z drugiej strony

Avgyr = arg1Vpg
= ap+1(zrv1+ -+ + T0k)
= X10k4+1V1+ -+ + TAk 410k,

skad

z1(ar —ag+1)vi+ -+ xp(ar — ap+1)ve =06.
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Poniewaz v, ..., v sa liniowo niezalezne, wiec x1(a1 — agy1) = -+ = axg(ar — ax+1) =0, a skoro
przynajmniej jeden ze skalaréw x1,. ..,z jest niezerowy — powiedzmy, ze x; — to a; = ag41. Ale
wartosci wlasne ag, ..., a,, sa parami rozne, wiec jest to niemozliwe. U

W szczegolnosci, w Swietle powyzszego Stwierdzenia, jezeli dana macierz A € F}! endomorfizmu
» € End(F™) bedzie miata n réznych wartosci wlasnych, to beda one tworzyly baze przestrzeni F™.
Okazuje sig, ze bazy zlozone z wektoréw wlasnych maja pewna interesujaca wlasnosc:

Stwierdzenie 3.6. Macierz endomorfizmu skoriczeniewymiarowej przestrzeni wektorowej w bazie
ztozonej z jego wektorow wtasnych jest diagonalna, a jej niezerowymi wspdtczynnikami sg wartosci
wtasne odpowiadajgce kolejnym bazowym wektorom wlasnym.

Dowd6d. Niech F' bedzie dowolnym ciatem, V' przestrzenia wektorowa nad F, ¢ € End(V) i niech
A= (v1,...,v,) bedzie bazg przestrzeni V zlozong z wektoréw wlasnych . Powiedzmy, ze aq,...,
an € F sa wartoSciami wlasnymi odpowiadajacymi wektorom v, ..., v, € V. Celem wyznaczenia
macierzy D endomorfizmu ¢ w bazie A obliczamy:

p(v1) = an
SD(U2) = agv2
o(vn) = QAnUn,
a zatem
ail 0 0
D— 0 (]12 0
0 0 ... an

O

Tym samym, jezeli istnieje baza przestrzeni F™ zlozona z wektorow wlasnych macierzy A € F}7,
otrzymujemy praktyczny sposob znajdowania macierzy podobnej do A, ktora jest diagonalna:
istotnie, rozwazamy A jako macierz pewnego endomorfizmu ¢ € End(F™) w bazie kanonicznej i
wyznaczamy macierz D tego endomorfizmu w bazie A ztozonej z wektoréw wlasnych ¢. Macierz ta
jest diagonalna i pomiedzy nig a macierza A zachodzi zwiazek A=CDC 1, gdzie C jest macierza
przejscia od bazy A do bazy kanonicznej £. Opisany proces nazywamy diagonalizacja macierzy
A, a otrzymana w ten sposéb macierz D postacia diagonalng macierzy A.

Przyklad 3.7. Kontynuujac Przyktad 3.4 przeprowadzimy obecnie diagonalizacje macierzy

12 )
a1 em

Stwierdzili$my juz, ze wartosciami wlasnymi tej macierzy sa a; = oraz as =

5— /311 5+ /311
2 2 )

. Bez trudu stwier-

4
3+v3/11
dzamy, 7e wektory te sg liniowo niezalezne, a zatem tworza baze A przestrzeni R2. Zgodnie ze

Stwierdzeniem 3.6, jezeli A potraktujemy jako macierz pewnego endomorfizmu ¢ € End(IR?), to
jego macierza w bazie A bedzie

za$ odpowiadajg im wektory wlasne v = 4 1vg=

5— /311 .
2

D:
0 5+V3VI1 |
2
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za$ miedzy macierzami A i D zachodzi¢ bedzie zwigzek A=CDC ™!, gdzie C jest macierza przejscia
od A do &, a zatem jest to macierz

4 4
C=| 3_ /3.y/IT 34311 |

Przyklad 3.8. Umiejetnosé sprowadzania macierzy do postaci diagonalnej ma praktyczne zasto-
sowanie na przyktad w potegowaniu macierzy. Przy uzyciu prostej indukcji matematycznej bez
trudu zauwazamy, ze jezeli D € F}} jest macierza diagonalna:

-dl 0 --- 0
p—| P T
0 0 dy
to woéwczas
di’* 0 0
pr—| O 0
0o 0 --- dp

Jezeli teraz D jest postacia diagonalna pewnej macierzy A € F}}, a zatem istnieje macierz C' € GL(n,
F) taka, ze A=CDC™!, to:

Am=(CDC YHm=CDC~*CDC~!....CDC~t=CD™C~.

m

Przyktadowo, kontynuujac Przyklad 3.7 otrzymujemy:

12" 4 4 5—v58 0 : 4 4 -t
{3 4} {3@ 3+m]' S seym '{3@ 3+m}
2
_ 5-33\™
- 4 4 ( 2 ) 0 1 | 3+V3 -4
_3—@ 3+4+/33 0 <5+\/ﬁ)m 8y/33| —3++/33 4 }
2
- 4(572\/§>’” 4(5+2\/§)m 1 | 3433 —4}
(37\/@(572\/@)” (3+\/§)<5+2\/@>m 8v/33| —3+/33 4
:(1122\/@)(5—2\/§>’"+(11—22\/§)<5+2\/§>’" —2?)\?{@(5—2\/ﬁ>m+2\3/?::ﬁ(5+2\/§>’”
B *V@(f’ﬂ/@)”@@(H\/%)m (117\/@)<57\/@>’"+(11+\/§)<5+m>m
11 2 11 2 22 2 22 2

Przyklad 3.9. Pierwszy przyklad zastosowan poznanych technik obliczania poteg macierzy znaj-
dujemy wsrod metod rozwigzywania uktadéw liniowych réwnan rézniczkowych. Jak wiadomo,
pochodna funkcji y(z) =e” jest y'(z) =e®, a wiec rozwigzaniem rownania rézniczkowego y' =y
jest funkcja y(x) =e®, czy, ogblniej, rozwiazaniem rownania y’ = a-y jest rodzina funkcji y(x) =
e?*C, gdzie a € R, zas C € R jest pewnym parametrem. Rozwazmy teraz uktad liniowych réwnan
rozniczkowych postaci:

yi = anyi+ - +ainyn
Yy = a1iy1+ - +a2nYn

Y = Apiy1+ - + Gunln-
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Mozemy go zapisa¢ w postaci macierzowej jako

y' = A, (3.1)
gdzie A=laijlijeq1,... .n} €RN, 28 J=[y1,..., yn] 1 rozniczkowanie macierzy przeprowadzamy
DO wspolrzednych”, a zatem w szczegolnosci §' = [y1, ..., y5]. Bazujac na analogii z réwnaniem
y' = a-y domyslamy sie, ze rozwigzaniem réwnania (3.1) bedzie rodzina

- Azx=
y=ec,

stajemy zatem wobec koniecznosci zdefiniowania macierzowej funkcji wyktadniczej. Funkeja y(z) =
e” rozwija sie W szereg potegowy

eax:1+ax+a2x2+a3x3+a4m4+.”
2! 3! 4! ’

zdefiniujmy wiec

A2p2 A3 Atpt
Ax
et=I,+Ar+ st Tt

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze:

242 34322  4A%3
Ax A

2,2 3.3
AJ) ALE +>—A€AI

+

A

a wiec rozwigzaniem réownania (3.1) bedzie kazda funkcja macierzowa postaci e“*¢, mozna tez

udowodni¢, ze kazde rozwiazanie rownania (3.1) jest takiej postaci.

Przykladowo, rozwiazmy uklad réwnar rézniczkowych

Yl = y1+2y
vy = 251+ Y2

i wyznaczmy rozwiazanie szczegélne takie, ze y1(0) =4 oraz y(0) =2. Uklad ten mozemy zapisac
w postaci i’ = A-y, gdzie
1 2
A =
7]

i zgodnie z powyzsza dyskusja jego rozwiazanie ogélne bedzie postaci 7 = &-e”?, czyli

y1 | _ | a = AQ-fQ AS'J_fg A4-f4
= o |(nr e B AT AR,

Sprawdzamy, ze wartosciami wlasnymi macierzy A sa 3 oraz —1, za$ odpowiadajacymi im wekto-

rami wlasnymi
! oraz !
1 -1

LA AT A AT
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a wiec

12]" [1 173" o0 11 ]!
21| [1-1][0 (- ]|1-1]"
skad otrzymujemy:

EA Rl (Y sy Y e
Y P L) TR

_ S Gor o . . :
-1 = EEY IR s by

r ]
_ =

oo
o > (="
n=0
i 631_"_6737 6,3.77_671' 83m+671 SSI—€7T
_ 2 2 al_| 92 te
- eS:c_efz 83z+67z co - 6395_679: €3$+67w
c1 +c
L 2 2 2 2

Chcac wyznaczy¢ szczegolne rozwiazania, dla ktorych y1(0) =4 oraz y2(0) =2 rozwiazujemy uktad

3.0 -0 3.0 -0
e’V +e e’V —e
=4
“ 302 0+C 302 0
e’r —e” e +e”
=2
Cc1 5 +c 5

skad otrzymujemy c; =4 oraz co =2. Stad ostatecznie

y1(x) 3e3? 477,
yo(z) = 3e3% —e~ 7.

Przyklad 3.10. Drugim przykladem zastosowan poznanych technik bedzie wyznaczanie anali-
tycznych wzoréw na n — ty wyraz ciagu zdefiniowanego rekurencyjnie. Skupmy sie na konkretnym
przyktadzie ciagu Fibonacciego zdefiniowanego warunkami:

f0:17f1:1afn:fn71+fn72 dla TL>2

Zauwazmy, ze powyzsze zaleznosci mozemy zapisa¢ przy uzyciu notacji macierzowej:
-] 2l
= . dla n>2 oraz = ,
{ fn—1 10 frn—2 fo 1
skad przy pomocy prostej indukcji otrzymujemy:
SN &)
= dlan>2 oraz = .
[ fa-1 10 1 fo 1

Sprawdzamy, ze wartosciami wlasnymi macierzy { 1 (1) } s % oraz 1+2\/5

, za$ odpowiadajacymi

im wektorami wtasnymi:

oraz

[1—\/5} 145
2 2 |
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{11} _[1—¢51+¢5 # 0 {1—\/51+\/3 -
10 2 2 0 1+2\/5 2 2
#[lzﬁ Y ) ( ;> [2 1\%5]
5 0 1+2 5\ -2 1-/5
L hewea] 1Y) A(5E) e
15 2 2 _2(1+2\/3)” <1+2\/5>”‘(1_\/g)
o (4(12“;) () a(5E) ()
4\/3_4 1—2\/5 n _4(1+2\/5)”—1 4<1—2\/5>" _4<1+2\/3>
skad
o () ) ()
- H(RE) (- (55) ()]
- A () -00) (5]
L [1+E\"TE 1 E N\
- A=) (=)

Otrzymana w ten sposob formuta nosi nazwe wzoru Bineta.
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